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Vorwort. 



„Den zweiteu Band hoffe ich im Laufe der zwei uächstec 
I Jahre vollenden zu können." Mit diesen Worten achloss Pro- 
fessor Culmanii im April 1875 die Vorrede, mit welcher er die 
zweite Auflage des ersten Bandes seiner .Graphischen Statik" 
begleitete. Leider hat sich diese Hoffnung nicht erfüllt, und 
noch einige weitere Jahre gingen vorüber, ohne dass der von 
"vielen Seiten lebhaft herbeigesehnte zweite Band des grossen 
"Werkes erschien. Wer die Arbeitsweise Culuianus kannt«, 
■wer es beobachtet hatte, wie der Stoff unter seinen schöpferischen 
Händen immer neue Gestalten und grösseren LTmfang gewann, und 
wie er oft den scheinbar einfachsten Aufgaben neue, originelle 
Seiten abgewinnen konnte, der begi'iff auch , dass die Bewälti- 
gung der gestellten Aufgabe eine längere Spanne Zeit in An- 
spruch nehmen musste. Dazu kam, dass Culmann neben seinen 
nicht unbedeutenden Berufspflichten als Professor der Ingenieur- 
wissenschaften am Zürcher Polytechnikum noch vielfach mit 
€oinniissionsarbeiton jind technischen Gutachten belastet wurde 
and in seinen letzten Lebensjahren sich nur selten mehr un- 
gestört dem Werke hingeben konnte , das seinen Namen weit 
Ober die Grenzen des deutschen Sprachgebietes hinaus bekannt 
gemacht hat. 

Wohl barg Culmanns Nachlass verschiedene Anläufe zur 
Bearbeitung des zweiten Bandes . manchen wertvollen neuen 
Gedanken und zahlreiche zerstreute Skizzen; aber das Alles 
machte doch nur einen kleinen Teil dessen aus, was nach der 
Ausdehnung, welche die graphische Statik unterdessen erlangt 
hatte, von dem zweiten Bande erwartet werden musate. Na- 
mentlich fehlte zu manchen Aufzeichnungen das vermittelnde 
Band und zu mancher Zeichnung der erläuternde Commentar, 



und selbst Denjenigen, welche mit Culniann in persönlichem Ver- 
kehr gestanden hatten, war es unbekannt gebliehen, naeli welchem 
Plane er den zweiten Band, besonders die wichtigen Abschnitte 
.über den continiiirlichen Balken und den Bogen zu behandeln 
gedachte. So sah sich der Bearbeiter groseenteiis auf eigene 
Füsse gestellt und muss befUrchten, dass der Leser vielfach den 
originellen Stempel vermissen wird, welchen der Schöpfer iler 
graphischen Statik seinen Werken aufzudrücken pSegte. 

Wurde durch solche Umstände dem Unterzeichneten die 
Neubearbeitung des zweiten Bandes nicht wenig erschwert, so 
stellten sich der Fortführung des Werkes überdies noch ge- 
schäftliche Bedenken entgegen. Der YerlagshandUuig erschien 
es nämlich nnthunlich , diese Bearbeitung als eine Ergänzung 
des vor mehr als zwölf Jalu-en veröffentlichten ersten Bandes er- 
scheinen zu lassen. Sie zog es daher vor, die zweite Hälfte des 
Werkes nach so langer Unterbrechung in anabhängiger Form 
herauszugeben. Nach vefscliiedenen Beratniigen und Auseinander- 
setzungen wurde schliesslich zwischen der Verlngt^handlung und 
dem Unterzeichneten der 'N'"ertrag dahin abgeschloRseu, dass dfflr 
zweite Band als selbständiges Werk unter dem Titel , Anwen- 
dungen der graphischen Statik" erscheinen und ausserdem in fünf 
seitlich getrennt« Teile zerfallen sollte , von welchen jeder fiir 
sich ein abgerundetes Ganzes bildet. Der Einteilung entsprechend» 
velche schon Culniann eingehalten hatte, und welche noch heute 
mit den BedOi-fnissen und Anforderungen der Balitechnik voll- 
kommen im Einklänge steht, tragen diese fünf Teile die folgen* 
den Ueberschriften : 
^^^^^^ I. Die im Inneren eines Balkens wii'kenden Kr&ft&, 

^^^^^k U. Das Fachwerk. 

^^^^^^V III. Der Erddruck und die Stützmauern. 

^^^^^^ IV. Der continuir liehe Balken. 

H^ V. Der Bogen. 

^H War hierdurch die Anordnung und Einteilung des Stoffe» 

^M der Hauptsache nach gegeben , so drängte sich dem Bearbeiter 

^M im Femeren die Frage auf, in wie weit im Einzelnen das Erb»' 

^B Culmanns beibehalten werden sollte. Offenbar hatte CulmaoK- 
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:-4m Abstellt , sich in der zweiten Auflage des zweiten Bandes 
möglichet eog an die eiste Ausgabe auzuachlieasen und ^anze 
Nuiumern miverilndert mit biiiüberzu nehmen. Ein Gefühl der 
Pietät hätte den Bearbeiter auf den nämlichen Weg leiten 
können; die Einheitlichkeit der Behandlung dagegen wäre da- 
durch beeinträchtigt worden ; und namentlich liess der Blick auf 
die Fortentwicklung, welche die graphiechen Methoden durch 
-Cuhnann und Andere seit der eisten Ausgabe erfahren haben, 
'Oine freiere und selbständigere Bearbeitung ratsamer erscheinen ; 
haben doch die Bestimmung der elastischen Formänderungen 
tiod im Anschluss daran die Behau dlungs weise des conlinuir- 
Üchen Balkens und des Bogens eine derartige Umgestaltung 

.hren. dass die früheren Berecluiungsarteu fast gänzlich als 
reraltet bezeichnet werden münsen. 

Dabei hat ancli die von Culniann gewilhJte Bezeichnung 
mathematisch-technischer Grössen zum Teil der von deutschen 
Technikern vereinbarten weichen müssen, Öoweit es sich hierbei 
IBP um den Ersatz gewisser Buchstaben durch andere aus dem* 

ben Alphabete handelte , geschah der Uebergang ohne Be- 
angei'ue dagegen wurde die von Culmann eingeführte 

mge Scheidung verschiedener Alpliabete preisgegeben, be- 
inders da nach der Ansicht de« Unterzeichneten dieses, von 
der Mehrheit beschlossene Fallenlassen einer schönen Regel bei 
einigem guten Willen hätte vemiioden werden können. Indessen 
schien es nicht ratoam, in einer so untergeordneten Sache bloss 
einem Grundsatze zu lieh den Conservativen zu spielen. 

Bekanntlich hat Culmann, als er den ersten Band seines 
Werkes zum zweiten Male bearbeitete, den geometrischen Ab- 
leitungen der statischen Beziehungen auch rechnerisclie, auf den 
Methoden der neueren analj-tischen Geometrie beruhende Ent- 
ivicklungen beigefügt; und es i^t wohl nicht daran zu zweifeln, 
idBSB er die Absicht hegte , auch im zweiten Bande neben den 
graphischen Lösungen der baustattschen Aufgaben die rechnerisch- 
analytischen nebenher laufen zu lassen. So interessant und 
wissenschaftlich schön indessen dieser Parallelismus sein mag, 
fo hatte der Unterzeichnete doch von jeher den Eindruck, dasa 



sich die Verfolgung diesea Zweckes nicht für ein Werk eignflr 
welches die Ueberschrift „gi-aphiache* Statik trägt. Es ist daher 
in der vorliegenden Bearbeitung des zweiten Bandes von der 
Durchführung dieses Gedankens, die überdies die KiTifte eines 
Einzelnen leicht überstiegen hätte, Abstand genommen worden. 

Diese und andere Aendeningen , welche man bei einem 
Vergleich mit früheren Ausgaben des Werkes erkennen wird, 
möge man dem Bearbeiter zu gute halten. Sie betreffen die 
Aussenseite des Baues. An dem inneren Wesen und an dem 
Fundamente , welches Culmaiin seiner Schöpfung verliehen hat, 
ist festgehalten worden. Ea konnte dies um so eher ge- 
schehen, als trotz der vielen Hände, welche sich an dem weiteren 
Ausbau der graphischen Statik beteiligt haben, die grundlegen- 
den Ideen \md Methoden Culmanns noch immer grösstenteils un- 
übertroffen dastehen. 

So ist in der Neubearbeitung an dem Grundgedanken des 
Seilpolygons und seines Gefährten , des Kräftepolygons , dem 
eigentlichen Handwerkszeug des zeichnenden Statikers, auch da 
festgehalten wonlen, wo der Begriff der Kraft vollständig fehlt 
und die Construction zum blossen MultipHcationspolygon herab- 
sinkt. Denn mag auch der Eingeweihte das Entbehrliche der 
untergeschobenen Auffassung für die betreffenden Fülle einsehtsn 
und die oft feinen Unterschiede zwischen giapbischer Statik unci 
graphischem Rechnen erkennen , so ist es doch für den An- 
fänger, für den Schüler vorteilhafter, die Eigenschaften dieser 
Construetionen zuerst an dem eigentlichen Kräfte- und Seil- 
polygone gründlich kennen zu lernen, um sie später einfach auf 
Jen«, den Kraitbegriff entbehrenden Liiiiengebilde übertragaii zu 
können. 

Auch die Trägheiteellipse als die Darstellerin der Trägheits- 
und Centrifugalmomente ebener Punktsysteme ist, nicht nur ia 
der Festigkeitslehre, sondern namentlich auch in ihrer Anwen- 
dung auf die Untersuchung und Bestimmung elastischer Form- 
änderimgeii beibehalten worden. Welche weitgehenden Dienste 
sie gerade auf letzterem Gebiete als Elosticitätsellipse leistet, 
wird Jedem einleuchten, der die betreffenden Abschnitte ohne 
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Toreingenommenheit durcblleät. Eeine andere Kurve etpUt die 
Momente zweiter Ordnung für lieliebige Axen Alv Ebene in eo 
einfacher Weise dar; keine andere läsat öicli hi bo sclilichter, 
ungezwungener Art aus dem Grundbegriff des Cwiti'ifugal- 
momentes herleiten*), und diese eo frucLtbiire Kurve durch 
andere geometrische Figuren, beiapieleweise durch zwei Kreise 
ersetzen zu wollen, mur^s, wenigsteu» vom Standpunkt der gra- 
phischen Statik aus, als ein verfehltes Bestreben bezeichnet werden. 

Seit einiger Zeit wird von manchen Seilen ans das Gesetz 
d«r virtuellen VerHchiebungen als Grundlage und Ausgangs- 
punkt der ganzen Statik samt den elastischen Formänderungen 
betrachtet und verwertet, und die Frage lag nahe, in wie weit 
[.dieser Weg im vorliegenden Werke betreten werden sollte. Es 
hat etwas BestechendcB und Verlockendes, das giosse weite 
Reich der baustatJschcn Aul'gab'ju Diii' einem einzelnen Grund- 
gedanken aufzubauen , und es tässt sich nicht verkennen , dass 
manche Fragen aus dem Gebiete der statisch unbestimmten Con- 
etructionen sich mit HQlfe dieses Gesetzes in überraschend ein- 
facher Weise in Angriff nehmen lassen, Im Grunde genommen 
Verden indessen hierbei nur neue Angiiffspunkte zur Bewältigimg 
dieser Aufgaben gewonnen, wälirend die Durchführung derselben, 
die Lösung im engeren Sinne nach wie vor den nämlichen 
Schwierigkeiten , denselben rechnerischen oder zeichnerischen 
Arbeiten unterworfen bleibt. Es kann auch kaum anders sein ; 
denn bei Lichte besehen heften sich die verschiedenen Wegs 
doch alle an den gleichen Punkten, das heisst' an einigen Grund- 
begriffen der Mathematik und der Mechanik au imd müssen 
sich daher, da sie auch die nämlichen Ziele verfolgen, früher 
oder später wieder vereinigen. 

Wo es passend schien und zur Vereinfachung des Gedanken- 
ganges diente, ist das obgenannte Gesetz auch im vorliegenden 
Werke zu Rate gezogen worden ; in der Regel sind dagegen die 
früheren Anschauungen und Auffassungsweisen, die überdies der 
graphischen Behandlung meist besser entsprechen , beibehalten 
worden. TJebrigens will es mir scheinen, dass man auch in i&r 

•) Vgl. hierüber die Schweiz. Buiwflitung vom 12. M« 1888, 




redmenden Statik mit der Verwendung des genannteu Principee 
bißweilen zu weit geht; dasselbe durchgehend zum Ausgangs- 
punkte aller- und jeder statischen Entwicklung zu nehmen, mag 
zwai' consequent sein, ist aber gewiss ebenso einseitig, als wenn 
ein leidenschaftlicher Graphostatiker bei .jeder, auch der ein- 
fachsten Balkenberecbnung zu Zirkel und Lineal greift. 

Aelmliches liesse sich von der Verwendung kinematiBcfaer 
Begriffe und Anschauungen, sowie von der EinfQhiung der Ein- 
fiu&slinien in die graphische Stiitik sagen. Man schmälert die 
Bedeutung dieser in neuerer Zeit beliebt gewordenen Hülfe- 
mittel keineswegs, wenn man sie, anstatt sie an die Spitze zu 
stellen, nur da, wo sie gerade handlich sind, zu Rate zieht, 
selbst wenn ihre Vorteile hierbei auf Kosten dor Allgemeinheit 
erkauft werden müssen. 

Es ist wohl überflüssig zu bemerken , dass im vorliegenden 
Werke von den Metlioden und Lehrsätzen der (Jeoraetrie der 
Lage in ausgiebigem Masse Gebrauch gemarht witd. unbekümmert 
darum, dass diesem Zweige der reinen Mathematik von manchen 
Seiten eine deutliche Abneigung entgegengetragen wird, und daas 
derselbe an den meisten technischen Lehranstalten (von Univer- 
sitäten nicht zu reden) noch immer das Stiefkind bildet, das 
der Analysis gegenübei- zurücktreten muss. Erweist sich das 
Studium der projectivischen Geometrie (wie dasjenige der dar- 
stellenden Geometrie) für den Techniker, der in seinem Lebeo 
fortwährend mit mathematischen Gebilden und Formen zu thun 
hat, schon an und für sich als eine nützliche Schulung des 
Geistes, — für die graphische Statik bildet die Geometrie der 
Lage erst recht die naturgeniässeste Vorstufe und Hülfswissen- 
schaft; und wenn man ea erfahren hat, wie Einem bei der geo- 
metrisch-zeichnerischen Behandlung der Statik fast auf Schritt 
und Tritt projecti^-ische und involutorische Reihen und Büschel 
entgegenti-eten, so begreift man es schwer, dass es noch immer 
Lelu-bücher über gi-aphische Statik gibt , welche diese Begriffe 
entbehrlich zu machen versuchen. Wohl ist es walir. dass die 
Analysis zur Zeit überall als Ersatz für die reine Geometrie 
eintreten kann, sowie auch, dass andrerseits die graphische Statik 



aicil maQchei'Oi-bi der Reclinuiig tiiclit ganz entschlagen kBon. 
Deshalb aber die wundervollen Schöpfungen Poncelets als Qher- 
flüssig hinzustellen und auf Umwegen dasjenige zu suchen, was 
man bei ernstem Willen viel einfacher und natürlicher auf 
dem geraden Wege erreichen könnte, das erinnert an die Zug- 
vogel, die an den alt gewolintcn Wanderlinien festhalten und did 
«eueren, vorteilhafteren Verkehrswege unberllcksichtigt lassen. 



Ueber den vorliegenden ersten Teil der „Anwendungen* ist 
Im Besonderen wenig mehr hinzu zufügen. Wenn es in der Statik 
'ein Gebiet gibt, auf welchem sich die graphischen Methoden 
nicht in ihrem vollen praktischen Werte zeigen, so ist ea die 
Theorie der im Inneren eines Balkens wirkenden Kräfte. Wollte 
man sich damit begnügen, nur dasjenige niederzuschreiben, 
was sich brauchen tässt und den nächstliegenden Bedürfnissen 
entspricht, so wäre dieser erste Teil bedeutend magerer ausge* 
fallen. Auch in dieser Hinsicht hat der Bearbeiter sich bestrebt, 
dem Vorgange seines Meisters treu zu bleiben und mit Hülfe 
von Zirkel und Zeichenstift auch Fragen zu beleuchten, die abseits 

(es breitgetretenen Weges liegen und vielleicht erst später ihre 
praktische" Bedeutung eilangen. 
Dae erste Kapitel enthält die interessanten Entwicklungen 
ber innere Spannungen, welche Culmann schon in der zweiten 
kuflage des ersten Bandes unter der Ueberscbrift „Elemente 
der Elasticitätstheorie' veröffentlicht hat. Diese Entwicklungen 
schienen mir als Ausgangs p im kt und Grundlage der Theorie 
.der inneren Ki-äft« bes^ser hierher zu passen und stehen mit dem 
,t der übrigen Kapitel in so enger Verwandtschaft, daas ein 
losser Hinweis auf jene Quelle kaum zulässig war. 

Im zweiten Kapitel wird im Wesentlichen nichts Anderes 
geboten, als was man gewöhnlich Festigkeitslehre nennt; doch 
sind dabei gewisse Seiten diei^er Lehre etwas schärfer beltaudelt 
und einige schützbaio geometrische Beziehungen mit eingeÖochten 
word«n. Dass in diesem Kapitel die , graphische" Methode vor 
der Rechnung in den Hintergrund treten uiugste, findet seine 
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Erstes Kapitel 
Spezifische Spannungen. 



1. Spannungen im Allgemeinen. 

Wenn ein fester Ki^rper von Nasseren Kräften in Anspruch 
[eDommen wird, so entstehen im Innern des EOrpers Spannungen, 
reiche bestri^bt sind, die Motoküle desselben voneinander zn reissen 

'oder üher einaudüi wegzuachieben. Der Widerstand, den das Ma- 
terial diesem Bestreben entgegenstellt, heisat seine Festigkeit. 
Wird dieser Widerstand überwunden, so tritt eine Trennong der 
Moleküle, ein Hiss oder Bruch ein. 

Schon bovor diese Trennung eintritt, ja schon bei der geringsten 
luanspruchnalime durch innere Spannungen erleiden die Moleküle 
Aendcrungen in ihrer gegenseitigen Stellung oder Lagernng, nnd 
der Eflrper, als Ganzes betrachtet, erfUhrt eine Aendening seiner 
Form. Entfernt man die Ursachen, welche diese Lageänderiingen 
hervorgerufen haben, so kehren die Molekfile ganz oder teilweise 
wieder in ihre ursprüngliche Stellung zurück. Diese Eigenschaft 
des Materinls nennt man seine Elasticität. Bei den meisten 
UDserer Baumaterialien Undet sich eine Grenze vor, innerhalb welcher 
die Moleküle nach jeder Beanspruchung ihre frühere Lagerung 
wieder annehmen; bewirken jedoch die lussei-eu Kräfte eine Ver- 
schiebung über diese Grenze hinaus, m verschwindet diese Ver- 
schiebung nur teilweise, es bleibt eine Aendernng in der gegen- 
seitigen Stellung der Moleküle und damit auch eiue Aendernng der 
Kdrperform bestehen. Die Erfahrung zeigt, dass die Lage- 
Snderungen der Molekiile innerhalb der genannten 
«Elasticitätsgrenze > den auftretenden Spannungen 
annähernd proportional sind. 

Da iu der Bautechnik das Material nur ausnahmsweise über 
die Elasticitätsgrenze hinaus in Anspruch genommen wird, so machen 
wir in der Folge (namentlich im vierten Kapitel), wo nicht aus- 

I drücklich das Gegenteil bemerkt wird, stets die Voraussetzung, 

1 



daS8 sich die Spanoungen und somit auch die Verscliiebuiigeit und 
Formänderungen innerhalb dieser Grenze bewegen. 

Sind die SpannungaverhäUnisae eines KOrpers bekannt, so lässt 
sich für jede kleine, im Innern des Körpers gedachte Schnittfläche 
eine bestimmte Kraft angeben, welcbe bestrebt ist, die zu beiden 
Seiten dieser Flüche gelegenen Ki5rperteilcheu auseinander zu reissen, 
gegen einander lu pressen oder über einander wegzuschieben. Diese 
Kraft wird mit der kleinen Fläche einen bestimmten Winkel ein- 
schliesse)) und lässt sich stets in eine normale und eine parallele oder 
transversale Seitenkraft zerlegen. Die normale Seitenkraft wird 
Zug- oder Druckkraft genannt, je nachdem sie die beiden 
KilrperteiJe auseinander zu ziehen oder gegen einander zu drücken 
bestrebt ist ; die transversale Seitenkraft lieisst Schub- oder 
Scherkraft, weil sie ein üebereinanderschieben oder Abscheren 
der Körperteilcheii anstrebt. Betrachtet man speziell den einen der 
anliegenden Körperteile, so nimmt die diesen Teil beanspruchende 
Kraft einen bestimmten Bichtungssinn an; fasst man den andern 
Teil ins Auge, so erhält die Kraft den entgegengesetzten Sinn. 

Ist die Schnittfläche unendlich klein, so läs.st sich stets au- 
nebmon , die auf dieselbe einwirkenden Kräfte seien gleichtormig 
verteilt und deren Mittelkraft gehe durch den Schwerpunkt der 
Fläche. Für die Berechnung und Vergleichung der inneren Span- 
nungen ist es am vorteilhaftesten, die auf ein kleines Flächeib- 
element wirkende Kraft durch den Inhalt dieser Fläche zu dividiren; 
den Quotienten, das heisst die auf die Flächeneinheit be- 
zogene innere Kraft nennt man die spezifische Spannung. 

Durch irgend einen Funkt im Innern eines Körpers lassen sich 
nun in imendHch vielen Kichtungen Schnittflächen legen, und fOr 
jede deraelben wird sich eine spezifische Spannung von bestimmter 
Grösse und Sichtung ergeben. Die Veränderlichkeit dieser Span- 
nungen und ihre Beziehungen zu den Schnittriebtun gen zu unter- 
suchen, ist die Hauptaufgabe des vorliegenden Kapitels. Im All- 
gemeinen wird man dabei räumliche Verhältnisse und Gebilde ins 
Auge fassen müssen. Häufig lässt sich jedoch die Untersuchung 
in der Ebene durchführen. Dies ist der Fall, wenn sich (wie bei 
stabförmigen, auf Zug, Druck oder Biegimg beanspruchten Körpern) 
Schuitttlächeu angeben lassen, auf welche keinerlei Spannungen ein- 
wirken. Auch wenn sich (wie bei den meisten Aufgaben der Erd- 
drucktheorie) parallele Schnittflächen führen lassen, die ausschliess- 



[.Hch von nonualen und von FUche zu FMda sich gleich Ueibenflen 
Spannungen Leeinfliisst werden, kann die üntersncliung auf die 
Ebene beschränkt werden. 

Im Nachfolgenden soll nun zunächst dieser einschere Fall und 
eist hernach der allgemeinere behandelt werden. Wir fassen dabei 
Korperelemente ins Auge, welche die Gestalt eines Prismas von der 
Höhe Eius besitzen. Alle Zusammensetzungen von Kräfteu werden 
jetzt in der Querschnittsebene des Prismas ausgefQhi-t und die spezi- 
fischen Spannungen beziehen sich kurzweg auf die in dieser Ebene 
vorbaiidi-nen Linien. 



2, Spannnngea in der Ebene. 

Bildet man {Fig. 1) ein Elementardreieck von deu Seiieu n, 
( und e, auf welche die Spannungen A, h und C wirken, ao lässt 
sich im Allgemeinen die Richtung 
einer der drei Knlfte finden, sobald 
die Richtungen der beiden andern 
bekannt sind. Denn kennt man zum 
Beispiel die Richtungen von Ä und B 
und zieht man durch die Mitten der 
Seiten a und b die Richtungslinien 
dieser Kräfte, so gebt die Richtung 
der Kraft C, welche mit A und B 
notwendig im Gleichgewicht sein 
fjimss. durch den Scbnittptmkt der Kräfte .1 und B und durch die 
Mitte ^on c. Dadurch ist zugleich auch das Verhältnis der drei 
Kräfte gegeben; sie verhalten sich wie die Reiten des in der Figur 1 
^rechts gezeichneten Krüftedreieck*. Sind die Richtuugen der drei 
K^Cräfte bekannt, so kann die Grösse nur einer derselben willkürlich 
^Hugenomiheu werden; ist dies geschehen, so ist dadurch auch die 
^Hrö.4se der beiden andern bestimmt. 

^B So einfacii auch die Construction der Figur ] ist, so ist es 

HsDch für die Anwendung häufig bequemer, die Abhängigkeit der 

llräfte A und R dadurch auszudrücken, dass man sie in ihren 

Angriffspunkten nach den Richtungen a und b in je zwei Seiten- 

icräfte ,41 nid A^. ß, und B^ zerlegt. Da nun die Mittelkraft der 

lifiei S.?iti'iikräfte gleicti und cnttregen gesetzt C? ist, die Kräfte A^ 

I- 





nnd ß, aber offenbar darch die Mitte von c geben, 90 mass 

die Mittelkraft der zwei Kräfte A^ nnd j?, durch diesen Punkt' 

geben. Damit dies aber der Fall sei, müssen sie sich zu einander 

verhalten wie die Seiten a und b; es muss demnach — ^ = — *- sein. 

ff ' 6 
Da diese Brüche spezifische Spannungen darstellen, so folgt der Sata: 

Zerlegt man an irgend einem Punkte die auf zwei 
verschieden gerichtete Schnitte wirkenden spezifi- 
schen Spannungen parallel zu diesen Kichtuugen in 
i<' zwei Seitenkräfte, so sind diejenigen zwei Seiten- 
kväfte, welche zu den ihnen zugehörigen Schnitten 
parallel laufen, einander gleich. 

Stehen a nnd b aufeinander senkrecht, so stellen A^ nnd B,, 
A, und B^ die normalen und transversalen Componenten der Span- 
nnngen dar, und man kann daher sagen : 

Die in zwei aufeinander senkrechten Schnitten 
wirkenden transversalen Spannungen sind einander 
gleich. 

Wird in der Figur 1 die Kraft A^ gleich null, so verschwindet 
hiemach auch die Seitenkraft B^. Daraus folgt, dass wenn die 
Spannung A parallel zu b gerichtet ist, auch die Spannung B 
parallel zu a laufen muss ; oder : 

Ist die Kraft .4 bekannt, welche auf den Schnitt a 
wirkt, so läuft die Kraft B, welche auf einen zn A 
parallelen Schnitt wirkt, mit a parallel. 



3. Die Involution der conjnprten Seil iiittri cht ungeiu 

Nach dem Schlusssntx der vorigen Nummer lässt sich zu jeder 
Schnittrichtung eine zweite finden, die der ersteren derart zuge- 
wiesen ist, dass die Spannung des ersten Schnittes zur liichtung des 
zweiten nnd die Spannung des zweiten Schnittes zur Richtung des 
ersten parallel läuft. Es lässt sich nun leicht zeigen, dass alle auf 
diese Weise conjugirten Schnittrichtungen im Sinne der projectiviscben 
Oeometrie einen involntorischen Strahlenbüschel bilden. 

Verändert man nämlich in dem Elementardreieck der Figur l 
die Richtung der Seite c und hält hierbei die Länge der Seite «J 
fest, 80 dass sich die Seite c um ihren rechtsseitigen EndpunU 




^ dreht, 90 bleibt auch die Kraft A im Kräftepolygon constant und 
die Kiiift C dreht sich um ihre» uotcren Endpunkt. Da aber die 
Kraft B der Länge b piopoiüoual bleibt, so beschreiben hierbei die 
Endpunkte von h und B flhnliche Punlctreihen, und da die Linien 
r und C diese Reihen aus festen Ftinkten projiciren , bo sind die 
beideu Strahlenbüscbel zueinander projectivisch. Nach dem oben 
bewiesenen Satze lassen sich aber je zwei zusammengehörende Ricb> 
tungen vertauschen; die beiden Bnschel sind daher involutorisch. 
Geht man von zwei coujugirt«n Schnittrichtungen aus, das 
beisst, Hetzt uian voraus, dass (Fig. 1) A zu l und li zu a parallel 
äei, und betrachtet man die Richtungen von a und b als Coordi- 

j natenasen, so ist das Coordinatenverhältuis der Schnittrichtung c 

Bleich xt dasjenige der Spannungsrichtung dagegen gleich — • 

ezeichnet man noch die apezilischen Spannungen — und -r- mit 

, und pfr, so geht letzterer Wert in — ^*-=— über, und wenn 

>ian nun die beiden VcrhüUuisse miteinander multiplicirt, so erhält 

man den constanten Wert 

Diese luvolutionsconstante setzt uns in den Stand, noch vei- 
Rhiedene weitere Beziehungen abzuleiten. 

Ti-flgt man (Fig. 2) von O 
aus in Richtuug und Grösse diß 
Bpezifische Spannung Ca = OD 
auf und fügt an diese in der 
Richtung von n nach rechts pt, 
nach links Qa an, so stellen die 
Strahlen E und F zwei 
conjugirte Sehnittrichtungen 
dar ; denn das Coordinaten- 
verhältnis des ersteren ist 



^ 




gleich 



('» 



dasjenige des 



letzteren gleich -t- 1, das Pro- 
_ dukt beider somit gleich dem 

gegebenen Werte. Die Punkte E und F liegen nun involutorisch 
tmd der Punkt J? ip<t, da er dem unendlich fernen Punkte ent 




spricht, der Mittelpunkt dei' Involutiou. Zeichnet man über KP 
einen Hallkreis und eiriclitet in I> das Lot IJJ, so scbneides 
die Sclienkel jedes reeliten Winkels aus J auf der Geraden EF 
zwei Puukte ab, die mit verbunden zwei coujugirte Strahle! 
liefern, 

Ein dmi'h J und gelegter Kreis mit dem Mittelpunkte ai 
£J^ bestimmt ferner das in der Figur strichpunktiite Rechtwinki 
paar Off, R' der Involution. Schnitte in der Richtung dii 
Strahlen erfahren nur normale (keine transversalen) Spanaunj 
Da jeder involutorische Büschel ein solches rechtwinkliges Strahh 
paar besitzt, so folgt, dasa es stets zwei aufeinander senki 
rechte Schnittrichtungen gibt, auf welche nur nor^ 
male Spannnugeu einwirkeu. Hat die Involution jedtxA 
mehr als ein Paar rechtwinkliger Strahlen, so stehen alle conjn- 
girt^n Strahlen aufeinander senkrecht; dann werden sämmtlichd 
Schnitte nur in normaler Richtung beansprucht, ein Fall, der m 
der Hydrostatik stets vorkommt. 

In der Figur 2 haben wir angenommen, die beiden Spannungen 
9. und Qt haben gleiches Zeichen, das heisst, sie wirken beide auf 
Druck oder beide auf Zug. Haben sie dagegen ungleiches Zdcfaen, 
so entsteht die Figur 3. Auch hier ist D gleich v^; von D aus 
sind aber beide Spannungen nach links hin aufgetragen. In diesem 



Falle hat die Involution Doppelstrahlen. Zeicliuet man wieder üb« 



Fig. ; 



■■7 ; ^--i 



Ef einen Halbkreis, legt 
D aus die Tangente darSBi 
und schlägt deren Länge nsiAi 
DG und ff H hemm, m 
sindOG nndOKdie Doppd« 
strahlen. Sind diese bekaüt^ 
so lassen sich leicht wmteQl 
Strahlen paare linden ; denn da 
jedes Paar durch die Doppel 
strahlen bannonisch getrenal 
wird, so werden auf einff 
durch G gelegten Parall»- 
len zu H durch' je zw« 
conjugirte Strahlen gleicbt 
Strecken abgeschnitten. Beschreibt man aus G mit dem Radius SO' 
einen Halbkreis, so erh&lt man die strich puiiktirten Aienri<JbtungHi 




F 

belebe wiederum diejenigen Schnitte angeben , welche nur in nor^ 
inaler Richtung beansprucht werden. 

Aus dieseu Betra^rhtungen folgt, dass die Involution derScbnitt- 
richtungen elliptisch oder hyperbolisch ist, je nachdem die auf zwei 
conjugirte Bichtimgen wirkenden Spannungen gleiches oder un- 
gleichen Zeichen haben. Daraus ergibt sich ferner, dass im ersten 
Falle die Spannung für alle Schnitte dasfielbe Zeichen behält, das 
beisst entweder eine Brück- oder eine Zugspannung ist. Im zweiten 
Falle dagegen ist die Spannung für zwei durch einen Doppelstrahl 
getrennte Schnitte entgegengesetzt gerichtet. Für die Doppelstrahlen 
selbst föUt die Spannungsrichtung mit der ScUnittrichtung lu- 
sammen : das Material wird nur transversal oder scherend in An- 
spruch genommen. Fällt die Scbnittrichtung dagegen mit einer 
der Aien zusammen, so wirken im Gegenteil auf das Material nur 
normale Spannungen. 

Das bisher Entwickelte fassen wir nochmals kurz zusammen: 

Wenn man von einem festen Punkte aus die auf 
jedenSchnitt wirkende Spannung aufträgt, sobilden 
diese Spannungen mit den Schnitten einen involu- 
torisehen Büschel conjugirter Richtungen. 

Hat diese Involution keiue Doppelstrahlen, so 
wird das Material in allen Schnitten in gleichem 
Sinne angegriffen. Auf Schnitte, welche in derRich- 
tung der Aicn laufen, wirken nur normale und keine 
scherenden Kräfte. Schnitte, welche nur scherend 
in Anspruch genommen werden, gibt es keine. 

Hat die Involution Doppelstrahlen, so wirken auf 
Schnitte in der Richtung dieser Strahlen nur sche- 
rende Spannungen. Die Doppelstrahlen trennen die 
Schnitte, in welchen das Material auf Druck, von 
denjenigen, in welchen es auf Zug in Anspruch ge- 
nommen wird. Die Strahlen, welche den von den 
Doppelstrahlen gebildeten Winkel balbircn, sind 
die Axen der Involution. Die Schnitte längs dieaeu 
A-x eil werden uur normal in Anspruch genommen, 
und zwar der eine auf Zug, der andere auf Druck. 

Man erkennt ferner leicht, dass der Winkel zwischen zwei con- 
jagirten Richtungen im ersteren Falle für diejenigen Strahlen am 
kleinsten wird- welche mit den Axen gleiche Winkel einschliessen. 



Wir nennen diese Strahlen die % symmctriscben > Strahlen der In- 
volution. Handelt ea sich um ein Material ohne innere Festigkeit, 
welches jedoch der Verschiebung seiner Teilchen Reibungswider- 
stäude entgegensetzt (lockere Erde), so wird ein üebereinandergleiten 
der Teilchen aut ehesten längs den symmetrischen Strahlen stattfin- 
den; wird der Reibungswinkel mit ?( bezeichnet, so tritt ein Gleiten ein. 
sobald diese Strahlen den Winkel 90 — tp miteinander einscbliessen. 



«^- 



4. Die Spannungsellipse. 

Bis dahin haben wir hauptsächlich die Richtung der auf ver- 
schiedene Schnitte wirkenden Spannungen untersucht; wir Atollen 
jetzt auch deren Grösse ins Auge fassen. Zu diesem Zwecke ist a 
am einfachsten, von zwei conjugirten Richtungen auszugehen. 

Es seien, Figur 4, O K und O M zwpi im Sinne der vorigen 
Nummer zu einander conjugirte Richtungen für den Funkt 0, und 
pj ^ Q„ und (>b die zugehnrigen 

spezifischen Spannungen, 
Schneidet man diian unter 
Annabme einer beliebigea 
dritten Richtung ein drei- 
eckiges , in der Figur 
schraffirt«s Element her- 
aus, dessen Seiten gleich 
b und (- sein mÖgeD,. 
und nennt die auf c wi» 
kende spezifische Span- 
nung Qe . SO steht die Kraft 
C = pc . f: mit den Kräften. 
A = Qa-a und ß = p» . fr. 
im Gleichgewicht. 

Wir ziehen mm parallel. 
zu c eine Gerade KLM. 
derart, dass, in irgend einem Massstabe aufgetragen, KL = p« 
und LM = p*, also Ä' 3/= (i„ + pt ist. Hierauf machen wir OiP 
= OiU und OM' = OK, so dass K' L' M' ebenfalls die Summe d« 
beiden bekannten Spannungen darstellt. Dann ist OL' in Richtung 
und Grösse gleich der auf c wirkenden spezifischen Spannung q, 



i>x. 



\ 



-t 
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Züht mao nftmlich L'V parallel zq OA', bo verhllU sieb 
OK : K'J/ = Olf : K'M' 
oder, da K' L' = p, und das Dreieck OK'if' dem Dreieck OÄJf 
congmeot, eomit dem Elemeutardroiefk ähnlich ist, 
OX : ». = n ; c 



Otf • 



Ebenso Torbftlt sich 

L-lf : 
voraus folgt 



i'.Jf - OK' : K'M; 
di.b _ B 



Die beiden Strecken ON und NL' verhalten sieb daher aneinander 
wie die Krilfle A und S, und wenn man mit L' verbindet, so 
erhält man in ONL' ein Dreieck, das dem Kräfledreieck ABC 
ähnlich ist. Daraas folgt sofort, dass 



OL' 



C 



- = ?. 



In der Figur 4 ist rorausgesetzt , dass die Kräfte A und B 
die ihnen entsprechenden Schnitte in gleichem Sinne beanapmchen. 
Dasselbe Ergehnia erhMt man auch in dem Falle, in welchem die 



Tig. 5. 



beiden conjugirten Schnittrichtungeo in Ter- 
Bchiedeneni Sinne in Anspruch genommen siod; 
man hat dann nur das Zeichen der in ver- 
ändertem Sinne wirkenden Spannimg »i ftuderu 
und demgem9s3 zu constniireu. 

Der Figur h ist dieser Fall zu örande 
gelegt worden. Da sämtliche Buchstaben die- 
selbe Bedeutung wie in der Figur 4 besitzen, 
so gelten obige Gleichungen ohne Weiteres 
auch hier. Es stellt also wiederum L' die 
auf c wirkende spezitische Spannung dar. 

Lässt man nun in den beiden Figuren die 
Scbuittriclitung c sich ändern, so bewegt sich 
die Gerade A" L' J/' derart, dass der Abschnitt 
K' M' constant (in dem einen Falle gleich 
- <fi, in dem andern gleich <>. — qi,) bleibt; wenn aber eine 
Gerade sich so bewegt, dass zwei ihrer Punkte auf festen Linien 




— 10 — 

^leiteri, so beschreibt behanntlkh jeder andere Funkt der Gerade» 
eine Ellipse. Wir geUugen also zu dem Satne: 

Trägt miiii von einem Funkte aus in Ricbtung 
und Grösse die spezifischen Spannungen auf, welche 
auf die verschiedenen Schnittriehtnngen wirken, so 
liegen die Bndpunkte aller dieser Spannungen auf 
einer Ellipse, der sogenannten »Spann iingsellipse». 

Zieht luan (Fig. 4) durch L' Parallelen za OK und OM und 
durch eine Farallele zu K' M', welche die erateren iu K" bezw. 
M" schneidet, so ist offenbar OK" = K' 1/ = (>„ und M" = 
L' M' = IIb. Legt man sodann durch K" L' M" einen Kreis, so 
wird dieser bei einer Drehung der Schuittrichtung c zwar seine Lage 
verändern, dabei aber denselben Durchmesser behalten, weil die 
Strecke K" M" und der Winkel K" L' M" unverändert bleiben. 
Beti'achtet man nun die Strecke // ah Radius vector dieses Kreiseä, 
so ist es klar, dass dieselbe ihren grösstou und kleinsten Wert 
dauu erhält, wenn sie mit dem Durchmesser des Kreises zusammen- 
fällt. Ist T'Q dieser Durclunesser, so ist somit OP gleich der 
grossen und OQ gleich der kleinen Halbaxe der Spannnngsellipse. 

Auch die Kichttingen dieser Axen lassen sich leicht angeben. 
Während sich nämlich die Kichtung des Schnittes c ändert, dreht 
. sich der Kreis um den Punkt 0, und zwar stets in entgegengesetzter 
Richtung wie c Da hierbei die Punkte A'", .1/", F und Q ihre 
gegenseitige Stellung nicht ändern und K" L' stets parallel ku OK 
läuft, so fillU L' mit P, das heisst der Strahl OL' mit der Rich- 
tung der grossen Axe zusammen, wenn sich der Kreis um dflE 
Winkel PK"L' nach ret-hta gedreht hat; da aber dieser Winkel 
gleich dem Winkel PQ L' ist, so gibt L' Q die Richtung der grossen, 
h' P diejenige der kleinen Axe der Ellipse an. 

Stellt die Spannung A senkrecht zur Schnittrichtung OK, so 
wird das Klementardreieck ein rechtwinkliges, und die Schnittfläche 
OM wird ebenfalls normal beansprucht. Wenn wir auch jetzt 
wieder die Gerade K' jV ' auf den Strahlen K und M fgleiten 
lassen, so beschreibt der Punkt 1/ offenbar eine Ellipse, detea, 
Äsen sich mit OK und OM decken. Da zugleich die iticbtungen 
OK und OM die Axen der iu der vorigen Nummer bcspriKhenen, 
Involution bilden, so folgt : 

Die Äsen der Spannungsellipse fallen mit den 
Axen der Involution conjugirter Scbnittrichtua- 



gen zusaromen. Schnitte in der Richtung ili.'>* A.xen 
rei'den nur von uormateu Spannungen beansprucht, 
.Dd zwar wirkt auf den einen dieser Schnitte die 
:r698te, auf den andern die kleinate aller Span- 
ungen. 

Da die Doppelätrahlen der hyperbolischen Involution mit den 
-^xeii gleiche Winkel hilden, gleich weit abstehende Durchmesser 
ler Ellipse, aber gleich lang sind, so folgt weiter: 

Di« in der Richtung der beiden Doppelstrahlen 
V irkenden Trans versalspann ungen sind gleich gross. 
Die Spannnngsellipse kann man sich im Anschlna^ an obige 
Betrachtung auch so entstanden denken, dass mau (Pig. ii) die 
^, Geiade K" M" um 

sich drehen lässt und 
durch Ä" und jW" Pa- 
rallelen zu den festen 
Geraden OK und OM 
legt; die Punkte K" 
und M" beschreiben 
hierbei Kreise mit 
dem Mittelpunkt 
und der Schnittpunkt 
L' der beiden Paral- 
lelen bewegt sich 
hierbei nach einem 
bekannten gcometvi- 
scben Satze anf einer 
Ellipse, Die.se steht 
mit jedem der beiden 
Kreise in affiner Verwaudtsihalt; in Bezug auf den giössem dei- 
Mlben bildet OM die Aßinitütsaxe nnd OK die Afünitätsrichtung, 
füi' den kleinern umgekehrt. 

Daraus folgt weiter, dass die Ellipsenpunlcte, weiche von zwei 
senkrecht auf einander stehenden Richtungen der Geraden K" ^f" 
herrühren, die Endpunkte conjiigirter Durchmesser sind. Dreht 
man nnn die Gerade K" M" um 90 ", üo dreht sich auch die Schnitt- 
richtnng um einen rechten Winkel und gelangt in die Lage Ä", 3f,. 
Daraus ergibt sich der Satz: 

Die Kräfte, welche zwei aufeinander senkrecht 
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Lftsst man nun die Bichtung tob c sich ändern, während die 
Seiten o und b iliie Riciitungen beibeLalten, ao ändern rieh von 
den spezißsclieu Spannungen nur die Weite o' nnd t'. Am ein- 
fachsten verffihrt man hierbei so, das» man die Länge von a fest- 
hält, also die Seite c um ihren rechten Endpunkt sieh drehen lässt. 
Von den vier bekannten Kräften ändern dann nur die auf b bezüg- 
lichen, a,b und Tjfc ihre Grösse. Um nun für jede Richtung der 
Seite c den Wert r, b rasch zu finden , fügt man ain besten rechts 
von D die Strecke DO = t, n an , dann schneidet eine Parallele 
OA' zu r jederzeit die Strecke r^b ab, wie sich aus dpr Aehnlich- 
keit der Dreiecke DOE und ndr und aos dem umstand, dass 
T| — Tj ist, sofort erkennen lässt. Aber auch (f^ b läast sich leicht 
für beliebige Längen von b construiren: man trägt den constanten 
Wert BG = o^a unter dem Winkel tr zur Horizontalen auf, dann 
schneidet die parallel zu a' (das heisst unter dem Winkel a rar 
Richtung (•) gezogene Gerade GA auf £^ die Kraft a^b ab; denn 
auch das Dreieck ABG ist dem Elementardreiedk Shnlich. und ■« 
verhält sich daher AB : BG = h : a. 



Fig. 8. 




A dj) SB S' U 



Da die spezifischen Spannungen ff,, a^ und r, von der Richtung 
c unabhängig sind und a überdies constaut angenommen wurde, so 
bleiben nun die Punkte G Ji C D hei veränderlicher Richtung dei 
Sfbnittfls c fest. Llsst man daher die Richtung von c in dem au- 
gedeuteten Sinne sich drehen , so beschreibt der Punkt F, d& d« 
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Winkel G FO coustant gleich a ist, den über G, Füni gelegten 
Kreis; die Kraft ö'c wird auf einer um G sich drehenden Geraden 
durch diesen Kreis und die Gerade AB abgeschnitten, während die 
Kraft T'f als Abschnitt zwischen dem Kreis und der Linie DE einer 
um sich drehenden Geraden erscheint. 

Um aber die in der Seite c auftretenden Spannungen fl' nnd r' 
Biit den gegebenen Spannungen vergleichen zu kCinnen, müssen wir 
sie von dem veränderlichen Factor c befreien nnd mit einer con- 
stantcn Länge multiplicirt darstellen. Zu diesem Zwecke ziehen 
wir die Linie FS', welche mit Gli parallel läuft, also mit Ali 
ebenfalls den Winkel n einsebliesst, sowie die Horizontale FT bis 
zar Teriangerteu Kraft i>ii'; dann stellt, wie ans der Aehnlichkeit 
der Dreiecke hervorgeht, FS' die Kraft ff'a und FT' die Kraft 
T'a dar. Man kann sich kurz so ausdi-ücken: Die KrAfte ö'a nnd 
T'a sind die parallel zu a^>i nud r, « gemesseneu Coordinaten des 
Kreises G FO in Bezug auf die in U sich schneidenden Äsen 
A B und DE. Da die l>eidea Coordinaten den Winkel a miteinander 
einschliesseu , so stellt zngloich y 7" die Grösse der Mittelkraft 
beider Kräfte, al^io die mit » multiplicirte Gesamtspannung p der 
Schoittrichtung c dar. 

Diese Gesamtspannnng kann man, wie dies in der Figur 9 
angedeutet ist, auch in zwei senkrecht aufeinander stehende 
Componenten zerlegen; wir wollen diese neuen Einzelkräfte ö und r 
nennen. Dann findet man die Kräfte Oa und ra ohne weiteres, 
indem man in der Figur 8 die Verticalen FS und U7' zieht. 
Denn offenbar wird bei dieser Zerlegung <J = a' . sin « und 
r = r' — ö' . cos a, und da in der Figur 8 sowohl /';>' als auch 
TU mit ABU den Winkel a einschliesst, so stellt FS die Kraft 
ort und /T die Kraft la dar; die GesamtkraR qh dagegen wird 
sowohl durch die Strecke ST als auch durch die (offenbar gleich 
grosse) Strecke FU angegeben. Da die spezitischen Spaunungeii 
sich ia keiner Weise ändern, wenn mau die Seiten den Elementar- 
dreieckes proportional verkleinert oder vergrilssert. so kann man die 
Seite n gleich der Längeneinheit setzen und sagen: 

Die auf den Schnitt c wirkende spezifische Span- 
nung ist gleich der Entfernung de^ auf dem Kreise 
FGO gleitenden Punktes F von U. und die jeweiligeo 

iNormal- und Trans versalcomponenten derselbea sind 
|(I«ich den Coordinaten des Punktes F in Bezug aaf 
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die durch l/^ gelegten rechtwinkligen Axen; die je- 
weilige Schnittrichtang wird erbalten, wenn man F 
mit dem festen Kreispunkte verbindet. 

Der Punkt H^ in welchem sich die Linien CO und BG schnei- 
den, liegt, da diese Linien den Winkel a miteinander einschliessen, 
eben&Us auf dem Kreise ; da nun die Axe U T auf der Sehne HO 
senkrecht steht und diese Sehne zugleich in R halbirt, weil BD 
« V« HC und DO = V, CO ist, so geht die Axe UT durch 
den Mittelpunkt des Kreises. 

Um das Spannungsdreieck FSTm riditiger Lage zu erhalten, 
müsste man es so weit nach rechts drehen, bis die Transversalr 
Spannung FT parallel zur Schnittrichtung wird. Der Drehungs- 
winkp] ist daher gleich dem Winkel FOC. 

Denkt man sich nun (Fig. 10) den Kreis mit dem Fixpunkte 
und die Axen durch U gegeben und lässt den Punkt F auf dem Kreise 
gleiten, so erhält man in FO alle möglichen Schnittrichtungen und 
in F U die Grösse der jeweiligen Spannung. Die Normalcomponente 
der Spannung wird durch die Ordinate, die Transrersalcomponente 
durch die Abscisse von F hinsichtlich der Axen durch U dar- 
gestellt. Die Bich- 
*^* tung der Qesamt- 

spannung ergibt sich, 
wenn man ST^ die 
Verbindungslinie der 
Coordinatenfusspunk- 
te von F um den Win- 
kel, welchen FO mit 
der Horizontalen bil- 
det, nach rechts dreht. 
Die Gesamtspan- 
nung erreicht nnu 
offenbar ihren grOss- 
ten und ihren klein- 
sten Wert, wenn F 
in die verticale Axe 
durch U gelangt. In diesem Falle verschwindet zugleich die Trans- 
versalspannung r, das heisst, die Gesamtspannung q steht auf 
der Schnittrichtung senkrecht. Da FO jeweilen die Sichtung des 
Schnittes angibt und die verticale Axe durch U ein Kreisdurch- 




esser ist, so stehen die Schnitte, welche der Maximal- 
Miuimalspanming eotsprechen, auf einander senkrecht, wtu schon in 
der vorigen Nummer entwickelt worden ist. In der Figur 10 geben 
daher die Linien .U und X die Aienrichtungen und die Strecken 
fj/ und t'iV die Halbmesser der Spanmingsellipse an; zugleich 
bilden OM und OX ein Paar conjugirter Sehnittrif.htnngen. 

Ein zweites Paar conjugirter Schnitte lindet man, wenn man 
von U aus Tangenten an den Kreis legt und F nach den beiden 
Berührungspunkten P und y gelangen läast. Fällt namüeh F mit 
P zusammen, so bildet PO die Schnittrichtung und JP stellt die 
Gesanitapannung dar; um die Kichtung dieser letzteren zu finden, 
hat man JP um den Winkel OPQ nach links zu drehen; da 
aber JP zu {f U parallel läuft und der Winkel P(^ gleich dem- 
jenigen ist, den OQ mit der Tangente in (^, das ist mit Q V bildet, 
so nimmt J P' nach dieser Drehung die Kichtung OQ an. Die 
nämliche Betrachtung lehrt uns, dass die Spannung in der Kieh- 
tuug OP wirkt, wenn der Schnitt parallel OQ gefuhrt wird. So- 
mit sind auch OP und O^ im Sinne der Nummer 3 einander 
coDJu^trt. 

Da nnn M mit ON and OP m\i OQ involutorisch gepaart 
ist, so stellt der Pol J der durch V gehenden Horizontalen das 
Involutionscentrum dar, und man erhält je ein weiteres Paar con- 
jugirter Schnittrichtungen, wenn mau die Kndpnnkte der durch J 
gelegten Kreissehnen mit verbindet. Hierdurch ist ein einfaches 
Mittel gegeben, um für jede beliebige Schnittrichtung die xiigehftrign 
Spannung auch der Kichtung nach rasch zu finden. In der Figur lü 
haben wir die^e Spannungen für sechs verschiedene Schnitte be- 
stimmt und von aus aufgetragen; zugleich sind an den End- 
punkten dieser Strahlen, welche nach früher auf einer Ellipse liegen, 
die betreffenden Schnittrichtungen durch kleine, mit SchrafFur ver- 
sehene Striche angegeben worden- — 

In der Figur 11 haben wir ancb noch den PaII dargestellt, 
bei welchem die Involution der Schnitte und Kräfte hyperbolisch 
ist. Hier schneidet die Horizontale durch U den Kreis ; aber nichts- 
destoweniger gelten alle unsere Erwägungen auch hier: Das Poly- 
gon ABC UEFA entsteht aus der Zusammensetzung der sechs 
Kräfte, welche die drei Seiten des Dreieckes abc beanspruchen; 
die Aenderung der Richtung von c fuhrt auf den durch die Punkte 
G, f und gelegten Kreis; die Strecken FS' und FT' stellen 
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wie früher die Kräfte o'a und ra, die Strecken FS und FT die 
Werte a ttod ra dar, und der auf den Seiten 15 und 16 g«- 
aperrt gedruckte Satz gilt wörtlich auch von dieser Fignr. 



Fig. n. 




//^^ 



ff- 



Ebenso ergibt sich lenier, dass OM und ON die zwei coo- 
jugirten Schnittrichtungeii darstellen, in welchen das Material nu 
normal (nicht tranavorsal) beansprucht wird. Dagegen stossen wir 
auf einen Unterschied zwischen beiden Figuren, wenn wir ein zweites 
Paar conjugirter Uicbtungeu aufsuchen wollen; denn da der Punkt V 
innerhalb des Kreises liegt, so ist os unmiiglich, von ihm aus Tan- 
genten an den Kreis zu legen. 

Für diesen Aus&ll bieten hds die Punkte P und Q Ersati, 
in denen der Kreis von der durch U gehenden Horizontalen ge- 
schnitten wird. L&sst man nämlich F mit 7' zusammenfallen, so 
wird die Normalspannung gleich Null ; das heisst auf die Hieb- 
tnng P wirkt nur eine traiisveräale und keine normale Spannung. 
Da hier Schnitt- und Eraftrichtung zusammenfollen, so haben wir 
einen Doppelstrahl der Involution vor uns. Den zweiten Doppel- 
<itrahl finden wir ia OQ, und es folgt hieraus sofort, dass wiederum 
der Pol J der durch Ü gehenden Horizontalen das Involntion8c«utruiD 
bildet, welches uns das Zeichnen von beliebigen weiteren conjugirten 
Strahlen ermöglicht. 



Mit Hülfe voD J sind endlich auch in der Figur 11 für sechs 
Terschiedeoe Sclinitte die Spanuungen c«Dstniirt und von O ans 
aufgetragen worden. Der Schnitt 4 ist derjenige, welcher nur auf 
Abscheren in Anspruch genommen wird: 1, 2 und i Jagegen haben 
Zng, 5 und 6 Druck auszuhalten. — 

Aus dem Vergleich der Figuren 10 und 11 ergibt sich wie 
bei unseren früheren Betrachtungen, dass das Material in allen 
Schnitten im gleichen Sinne (entweder nur auf Druck oder nur auf 
Zug) beansprucht wird, wenn die Involution elliptisch ist, das heilst, 
keine Doppelstrnhlen besitzt ; dass dagegen eine Beanspruchung in 
entgegengesetztem Sinne stattfindet, wenn die conjugirtcn Schnitt- 
richtungen Dopi^-leleinente aufweisen, und 7.war wechselt der Sinn 
der Beanspnichung heim Ueberschreiien der Doppelsti'ahleu ; in 
diesen seihst wird das Material weder auf Druck noch auf Zug. 
sondern hloaä scherend beansprucht. 

Im ersteien Falle liegt der Punkt TT ausserhalb, im letzteren 
innerhalb des Kreisen. Liegt V auf dem Kreise, so fallen die 
beiden Doppelstrahlen zusammen und f deckt sich mit dem Pimkt J; 
die kleine Axe der Spannungsellipse wird null ; auf sämtliche 
Schnitte wirkt die Spanuung in der cf^nstanten Richtung V\ die 
Grösse der Spanuung nimmt ab, je mehr sich der Schnitt dieser 
Kichtang nähert, und schneidet man d^s Material parallel zu O U. 
80 verschwindet die Iteauspruchun^ gäuKlich. 

Die conjiigirtec .'^trnhleu. welche in der Figur 10 von nach 
P und Q gezogen werden, bilden mit den Ellipseuaien gleiche 
Winkel und haben mit den Dopi>p1.strahlen in der Figur 11 ausser 
dieser Eigenschaft noch die weitere gemein, dass das Quadrat der 
Tangente des Winket, den sie mit der einen Aie eiuschliessen 
— abgesehen vom Vorzeichen - dem Produkte iler Tangenten der 
Winkel gleich ist, welche irgend zwei andere cunjugirte Uichtungen 
mit der Axe bilden. Durch die:«; fmmetrittcben Strablen ist also 
auch die Involution bewtimmt. Ja mau durch Halbirung des von 
ihnen eingeschlossenen Winke!? die Aien bekommt. ~ 

Wir sind, um allgemein zu bleiben. Sei den Betrachtmigeu 
dieser Nummer von den Spauaungen ausgegangen, welche auf zwei 
beliebig /iieinauder gerichtete Schnitte wirken: hätten wir von An- 
fang an zwei anf einander senkrecht stehende Schnitte der Tntw- 
jtnchung zn Grunde gelegt, so wäre diese wesentlich einfacher und 
übersichtlicher ausgefallen. Es laatr für den Leser nützlich <u:'iu. 
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sämtliche Entwicklungen unter dieser speziellen Voraussetzung zu 
wiederholau. üebrigena kommen wir im zweiten Kapitel (Nr. 18) 
selbst auf diese vereinfachende Beti-achtungswuije zurück. 



G. Verschiedene Darstellnngsweisen des Spanmings- 
zustandes. 

Wird von der absoluten tlrffese der Spaunuugen abgesehen udJ 
nur deren proportionale Aenderung Ton Schnitt zu Schnitt ins Auge 
gel'asat, so genügt es zur vollständigen Darstellung der Inanspruch- 
nahme, welche das Material in einem Punkte erfahrt, die Lage der 
beiden symmetrischen oiler der Doppelstrahlen anzugeben; denn zieht 
man dann durch ihren Suhnittpunkt einen beliebigen Kreis mi 
verbindet die beiden Punkte, in weichen dieser von den Strahlen 
getroffen wird, so ist der Pol dieser Verbindungslinie entweder der 
Punkt U oder der Punkt J, je nachdem die Involution elliptisch 
oder hyperbolisch ist; gibt man noch ausserdem an, in welchem 
Sinne das Material beansprucht wird, was mittelst der Zeichen -i- 
und — geschehen kann, so ist damit alles bestimmt. Soll auch noch 
die Grosse der Inanspruchnahme angedeutet werden, so kann man 
die Lange der symmetrischen, beziehungsweise der Doppelstrablen 
begrenzen, indem man die in ihnen wirkenden Spanuunpen aufträgt. 

Auch dadurch gelangt man zur vollständigen Darstellung aller 
Verhältnisäe , dass man mit der zweifachen, in den symmetriächeh 
oder Doppelstrablen wirkenden Transversal spanuung in den Ton 
diesen gebildeten Winkel hiueinfilbrt und über dem eich hierbei bil- 
denden Dreieck einen Kreis beschreibt; denn sowohl in der Figur 10 
als auch in der Figur 11 int die von den Strahlen OP and OQ 
abgeschnittene Kreissehne gleich 2 r. 

Ferner wird die Inanspruchnahme des Materials, wie schon aus 
frühern betrachtungen hervorging, durch die Richtung und Urösse 
der beiden Aien der Span nun gselltpse bestimmt; trägt man die 
beiden Ualbaieu von U aus in beliebiger Hichtung auf, und zwar 
nach derselben Seite, wenn sie gleichen Siuu haben, dagegen nach 
entgegengesetzten Seiten bei ungleichem Sinue, so erhält mau den 
Dnrchmcsser des Kreises, und zwei durch dessen Endpunkte gelegte 
Parallelen zu den EUipsenaxen liefern den Punkt O. Wählt man 
statt einer beliebigen Richtung gleich diejenige der grossen Äie. 
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- ungleiche Zeichen der Hauptspanuungen ) die Fi- 
gur 12; O fällt mit J)/ zusammen und MP 
und MQ sind die Doppel stralüeii. 

In der Regel sind aber weder die Doppel- 
strahlen noch die Auen der Involution von 
vornherein bestimmt, sondern dieSpannungen, 
welche auf zwei beliebige Si-hiiittrichtungen 
o and A (Fig.- 7, S. 141 wirken. In diesem 
Falle gelangt man aur' tilgende Weise am 
sebnellstcn zur Darstellung silmtlicher Span- 
nungen. 

Man trägt (Fig. V-i) von einem beliebigen 
Punkte G aiiägehend. die (fegebenen Span- 
nungen ff., r^, ö| und t, «u einem Krälle- 
polygon zusammen, und zwar die beiden letütereu in der Jtichtung. 
in der sie wirken, die beiden erstereu. dagegen um den Winkel u 
p. ,„ gedreht, das heisst in der- 

jenigen Itiühtung, welche sie 
annehmen, wenn man die Seite 
h des Elementardreiecks in die 
Seife n biunberklappt; dann 
ist die gegenseitige Stellung 
der Punkte U und bestimmt. 
Um den Kreis zu zeichnen, 
berücksichtigt man entweder, 
dass er durch die Punkte G 
! \ \ und und den Schnittpunkt H 

^^ \ von tfj und r, geht, oder dass 

—^ .\ j£ der Peripheriewinkel über der 

Sehne GO gleich a ist. oder 
dass sein Mittelpunkt auf einer 
Verticalen durch f/liegt. Fällt 
hierbei der Punkt O ausser- 
halb des Kreises, so wirken 
säratlidie 6 in gleichem Sinne; 
wird dagegen U vom Kreise 
eiiigi'sdilosseu, ■»ii kommen bo- 
vohl Zug- als auch Druckspaonungen vor. Der letztere Fall tritt 
immer ein, wenn eines der beiden ff gleich null ist. 
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Noch rascher gelangt mau zu dieser Darstellung des Spannnng»- 
zustandes. wenn nicht die Seiten«pimnungeu , sondern die Gesamt- 
spanaungen (i, und ß, gegpbeu i>irid: («, wird um den Winkel a 
nach rechts gedreht und mit p, zusammengesetzt; dann erh&lt man 
den Linienzui^ OVO. Nun tjeht der Kreiä durch G und uod 
hat seinen Mittelpnukt iiuf der dnrch U gelegten Verticalen. 

Dil es sich hierbei nur um spezifische Spannnngen handelt, so 
kann man anch die Bedeutung von n und b vertauschen, das heisst, 
die Spauumig y, um den Winkel a nach links drehen, sie mit i/t 
zusammensetzen und einen Kreis zeichnen, deäsen Mittelpunkt auf 
einer durch (/ gezopeneu Senkrechten zu b Hegt; die Figur, welche 
mau hierbei erhält. Ist der vorigen, wie man leiclit erkennt, ccn- 
gruent; nur erscheiuen die Punkte G und in ihrer Bedeutung 
vertauscht; die Kllipsenaxen nehmen jedoch in beideu Fällen die 
nilmliche Richtung an. 

Stehen die beiden Schnitte, für welche die Spannungen bekannt 
sind, auf einander senkrevht, so wird QO zum Durchmesser des 
Kreises. 

Wirken auf die beiden Schnitte a und b gleich grosse, normal 
gerichtete (je^mtspauDuniren p, so werden GT und CO vertical 
und G RlUt mit O zusnminen; der Kreis schrumpft zu einem Punkte 
zusammen: J wird zum Mittelpunkt desselbon; die luvolution der 
Schnittrichtungen hat lauter Itochtwinkelpaare : die transversalen 
Sftanuungen verschwinden gänzlich und die normalen sind für allß 
Schnitte win.'itant. Dieses Verhältnis findet sich in der Hydro- 
statik vor. 



7. Maxiraalspaniinn^en; Spaniimigstrajectorien. 

Nach den in der vorigen Nummer angestellten Betrachtungen 
genügt es, die auf zwei beliebige Schnitte wirkenden .Spannungen 
zu kennen, um die Beanspruebung jedes anderen Schnittes zu er- 
mitteln. Trflgt man (Fig. 13) die auf h wirkenden Kräfte tf, nnd 
r^, um den Winkel a i^edreht, auf, fügt an dieselben ff, und i, 
au und zeichnet einen Kreis, der durch die Punkte G und geht 
und dessen Mittelpunkt iiuT einer durch U gelegten, auf « senkrecht 
stehenden Geraden liegt. :•« findet man dip spczifisi^hen Normal- und 
Transversaläpannuiipnn, o und r, fflr eine beliebige Schnitt rieh Inng. 
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iDdem man im dieser eine Parallele durch zieht und die recht- 
winkligen Coordinsten ihres Schnittpunktes mit dem Kreise bezüg- 
lich der dnrch U gelegten Oiordinatenaxen inisst. Und «war ist 
die XU a parallele Coordioate gleich r, die dazu normale gleich a. 
Mit grosser Leichtigkeit lasi^en steh nun ans der Figur die 
grCssten und kleinsten Werte dieser Spannungen, sowie dio Schnitt- 
richtnngen, die zu denselben führen, herauslesen. 
' Ist MX der durch U gebende {ym « normale) und KL der 

Barauf »enkrecht stohfmde (?.\i n parallelt;) Durchmesser des Kreise«, 
w begrenzt ,V den grOssten, aVden kleinsten W^rt von ff. während 
K und /• das Maximnm und Minimuin von r bestimmen. Die 
Kichtungen OM und O.V stehen aufeinander senkrecht; es xind 
die .Vienrichtun<^nu der Spaiinuiigsellipse; ebenso bilden UK und 
^/. mit einander eiuvm rechten Winket und mit dun vorhin ge- 
BMinten Strahlen Winkel ron 45°. 

r Die beiden Schuittrichtungen, in denen die Trans- 
versalspannun^ um ^rüssten wird, stehen anfeinander 
Metikrecht und schliessen mit den Schnitten gr'^s''ter 
nKormalspannnng halbe rechte Winkel ein. 

Femer lassen sich der Figur oocii die folgenden BeidehuDgeB 
Btnelimen. die sich zum Teil mit früheren Sätzen decken: 

Dif Maximalwerte der transversalen .Spunaane 
ind absolut stet»' gleich gross, diejenigen der nor- 
kslen dagegen im Allgemeinen verschieden. . 

Das Maiimam der transTersalen Spaaniing kaon, 
bbsolat genommen, oiemals grdaser werden als dai- 
[eoige d«r normalen .SpannDDg; es ist BtetM gleich der 
halben Differenz xv'meh^B der grAssten nnd klein- 
sten Normal^pananng. 

In denjenigen Schnitten, in «eichen die noroial«» 
DDDRg zBRi XaiimEia Oder Minimum wird, könn- 
en keine transTersalen Spanoongen ror; wohl abei 
irkea in den Schnitten, in «elebeo die Traniver- 
spAaanng «m ^rtsttta «ir^, aneb ■•rmale Span- 
ngeo. 

Die Samine der HemalfpaaBnagea anf zwei la- 
Dsnder lesk reckte Schnitte i<t, ««aitsat nm4 gleich 
e der beiden UaitnalspanavaigeB. — 
SiiMl ftr eiaeB Psikt 4I* Aus 4rr «fmmmmptmpm. «to 
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die Schnitti'ichtungen, in welchen das Material nur Normalspanuiingen 
eijälirt, bestimmt und geht man in der einen der beiden Richtungen 
zu einem UDendlich benachbarten Punkte über, für den man wieder 
die betreffende Richtung ermittelt, und so fort, so erhält man eiin' 
krumme Linie, in deren Richtung das Material nur normal bean- 
sprucht wird, längs deren aläo keine scherenden Spauuungen wirken, 
lu gleicher Weise kann man der andern der beiden Ricbtungen 
folgen und gelangt so auf eine zweite Kurre, welche dieselben Eigen- 
schaften besitzt und die erstere unter rechtem Winkel kreuzt. 
Nimmt man einen beliebigen andern Funkt als Ausgangspunkt, so 
erhält man zwei weitere solcher Kurven, So kann man die ganze 
Fläche mit zwei Systemen von Trajectorien überdecken, die sieb 
gegenseitig stets unter rechten Winkeln achneideri und welche für 
jeden Punkt die Richtungen angeben, nach welchen sich die nor- 
malen (Zug- oder Uruck-) Spannungen fortpflanzen. Diese Linien 
haben den Namen Span nungstrajectorien Oiler auch Zug- 
und Prnckkurven erhalten. 

Lässt man die Trajeetorien unendlich nahe aufeinander folgen, 
so teilen sie die Fläche in zweimal unendlich viele . unendlich 
kleine Rechtecke ein. Jede einzelne Kurve kann man als ein Seil- 
poljgon betrachten, das dadurch entsteht, dass man die in den 
gekreuzten Kurven mrkenden Kräftedift'erenzen der Reihe nach zu- 
sammensetzt. 

llies^ Trajectorien sind in der Natur an verschiedenen Stelleo 
vorhanden, worauf wir im dritten Kapitel zurückkommen werden. 
Auch unsere Faehwerke mit unter 45* geneigten Streben stellen 
dieselben in gewissem Sinne dar. 

Den soeben besprochenen Linien entsprechend lassen sich auch 
solche ziehen, welche die Schnittrichtimgen mit grftsster Transversal- 
spannung angeben. Diese Kurven , welche man < Scherkurven » 
nennen könnte, kreuzen sich ebenfalls gegenseitig unter rechten 
Winkeln und schneiden zugleich sämtliche Zug- und Druckkurven 
unter Winkeln von 45°. 

Endlich ist noch ein drittes System von Kurven darstellbar, 
welches denjenigen Schnittrichtimgen folgt, auf welche keine Nor- 
malspannungen einwirken. Diese Linien folgen den Doppelstrahlen 
der Involution und schneiden sich, wo sie einander ließen, im All- 
gemeinen unter schiefen Winkeln. Soweit die Involution elliptisch 
ist. werden diese Kurven selbstverstäudl!'?h imaginär. 
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w 8. Spezifische Spaimaiigen im Kanme. 

Wir setzen nnn voraus, dass die Inansi'nichnahme des Materials 
nicht mehr uuvorändeii bleibe , venu man in einer bestimmtea 
Richtung fortschreitet, sondern das.« sie sich nach allen Bichtungen 
von Punkt in Punkt indere. 

Um die speüifiaehen Spannungen zu iinteräachen, welche in 
diesem Falle auf verschiedene ScimittHät^hen wirken, gehen wir von 
einem kleinen Körpecelemente aus. das von vier Ebenen l>egi-enzt 
wird, und nebnien an, die auf drei derselben wirkenden Kräfte seien 
bekannt; durch Zusammensetzen di<-3iir Kräfte erhält man dann die 
auf die vierte Schnittfläche wirkende Kraft. Da man das Körper- 
element beliebig klein annehmen kann, so ist es gestattet, die Kräfte 
als gleichRrmi.Er verteilte anKuseheii, so dass die Mittelkräfte in 
den Schwerpunkten der vier Flächen des Elemente« angreifen. 

In der Figur ] 4 ist ein solches Element dargestellt ; die drei 
Fliehen AGB, BOC und COA betrachten wir als diejenigen, 
deren Inanspnichnahme bekannt ist. Analog wie bei der in der 
Nummer 2 aDge<;tellten üntersncbuni; zerlegen wir auch hier die 
drei gegebenen Kräfte in C-omponenten , welche parallel 7.n den 
Aien OA, OB und OC laufen nnd bezeichnen hierbei mit S^ 
diejenige Componente, welche auf die Fläche g, parallel zur Kante g 
wirkt, und mit 7'^ diejenige, welche in der Flüche g parallel zur 
Kaate i wirkt. 

Da nun die Mittelkraft sämtlicher S und T im Schwerpunkt 
P der Fläche ABC angreift, die drei Kräfte S aber durch diesen 
Punkt geben, so muss auch die Mittelkraft sämtlicher T den 
Funkt P enthalten. Setit man nun 7',, mit 7",, zusammen, so 
bekommt man eine Kraft, die in einer zu AOB parallelen Ebene 
durch P liegt; ebenso liegen die Mittelkräfte von Tjj und T„, 
and von 7*,, und T,, in Ebenen durch den Schwerpunkt des Drei- 
ecks AB''. Wenn aber die Mittelkraft von drei Kräften, die in 
drei verschiedenen Ebenen liegen, durch den Schnittpunkt dieser 
letzteren geben soll, so muss auch jede einzelne Kraft durch diesen 
Punkt gehen. 

Wemn man daher die sechs Kräfte T paarweise zusammenRetzt, 
80 erhält man drei durch P gehende Mittelkraft«. Daraus folgt 
sofort, dass sich beispielsweise T,, und T„ zn einander verhalten 
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müssen wie OB zu OA; oder allgemein: Tgi : Ti, •= i : g. Be- 
zeichnet man die spezifische Scherspannung wie früher mit r. die 
drei Kantenlängen der Einfachheit halber mit a, b und c und die 
drei Kantenwinkel mit £r, ß und y^ so lässt sich schreiben T,, = 
^12 • V2 ft ^ sin öf und T^^ = r^^, . ^/^ae sin /5, woraus auf Onmd 
obiger Proportion folgt 

r,g sin a = r^, sin ß 

r^ sin /:^ == Tjj sin ;^ 

T,, sin y = r,, sin or. 

Fijr. 14. 




Zerlegt man die spezifischQn Spannungen, welche 
drei durch einen Punkt gelegte Ebenen beanspruchen, 
parallel zu den Schnittlinien dieser Ebenen in je 
drei Seitenkräfte, so verhalten sich je zwei der in 
verschiedenen Ebenen liegenden Seitenkräfte, welche 
parallel zu der dritten Ebene laufen, umgekehrt wie 
die Sinusse der in diesen beiden Ebonen liegenden 
Kanten Winkel. 

Stehen die drei Kanten aufeinander senkrecht, so sind je zwei 
sich sclmeidende r einander gleich. 

Bezeichnet man die drei Richtungen 0) ABC mit xyz und 
lässt die drei Kanteulängen unendlich klein werden, so dass die auf 
die drei Flächen einwiikenden Kräfte durch O gehen, so liegen die 
Axt' ()z und die auf die .r//- Ebene wirkende Kraft in einer Ebene, 
deren Gleichung lautet: 





I 



— 27 — 

Verbindet man gleicherweise die :r-Axe mit der auf £0^ wir- 
fttenden Kraft, sowie die ^Aie mit der auf AOC wirkf nden Kraft 
|*iroh je eine Ebene, so lauten deren Gleichungen; 

r„? und T„ z = l\^x. 

Ans diesen drei Gleichungen folgt. Oass die diei Ebenen sich in 
einer einzigen Geraden achneiden. Denn da sich nach früher Tp : T^ 
verhält wie t : g. so ist das Produkt der drei linken Glieder identisch 
gleich dem Pn)dukt der drei rechten. Wir finden somit den SatK: 
Die drei Ebenen, weicht je eine Kante mit der die 
gegenüber liegende Flüelie beanspruchenden Kraft 
Terhinden. schneiden sich in ein und derselben Geraden. 

Uuft m der Figur 14 die Kraft, welche die Fläche AOC 
heaiijiprucht, parallel zur Ebene HOC, so verschwindet die Com- 
pouente T„^ und mit ihr auch die Kraft 7',,; dann ist aber die 
Kraft, wel'-he anl die Ebene HOC wirkt, auch parallel zur Ebene 
AOC; denn sie setzt sich jetzt bloss aus S, und 7',, zusammen. 
Es folgt daher der Satg: W'tuu die Kraft, welche auf die 
eine Schnittfläche wirkt, parallel zu einer zweiteu 
Fläche gerichtet ist, so läuft auch die Kraft, welche 
diese zweite Fläche beansprucht, parallel zu der 
ersten. Ist die Kraft, welche AOC beansprucht, ausserdem noch 
parallel zu AOB. also parallel zur Kante OB gertclilt>t, so werden 
auch die Kräfte T^^ und '1\^ gleich null und die Ueanspnichung 
der Ebene AOB wird ebenfalls parallel zn A C. Verschwinden 
«chliesslich auch noch T,^ und 7",,. so läuft von lien drei Kräften, 
welchen die drei Flächen ausgesetzt sind, jede |<jrallel zur Schnitt- 
linie der beiden andern Fläcliou. Weist man die Schnittebenen 
und die Richtungen der auf sie wirk<>nden Kraft'' einander aU con- 
jagirte Eleüiente zu. so bekommt man in diesfin Falle ein Tripel 
«onjngirter Elemente. 

Ein solches Tripel findet man auf fulgendem Wege: Gehl man 
Tou der Ebene AOB und der sie beanspruchenden Kraft ans und 
macht OC parallel zu dieser Kraft, legt sodann durch diesü Kante 
eine beliebige zweite Eltene BOC und bestimmt die auf diese wir- 
kende Kraft, so wird diejenige durch OC gebende Ebene, welche 
dieser Kraft parallel ist, mit den beiden andern ein Tripel bilden. 

Cm nun die Beziehungen zwischen verschietk'uen Schiiitt^benen 
id Jen auf sie wirkende« KrSftcn zu studireu. g>'h.;;i wir Tun eineni 
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Fig. 15. 



solchen Tripel conjugirter Elemente aus. In der Figur 15 seien 
sämtliche Transversalspannungen gleich null ; auf die drei FlicheB 
äOB, BÖC und CO^ wirken ausschliesslich die zu den Kanten 
parallelen Kräft^i Sg, S, und S^. Tragen wir, von ausgehend, 
diese Kräfte zu einem Polygon aneinander, so stellt F die Kraft 
dar, mit welcher die Fläche ABC in Anspruch genommen wird. 
Denkt man sich nun, die Ebene ABC drebe sich um die Linie 
AB. so bleibt die Kraft Ä, constant; die Kräfte Sj und S, jedoch 
ändern sich proportional den Flächeninhalten von AOC und BOC; 
da aber diese beiden der Linie C proportional sind, so bleibt die 
BichtuQg der Mittelkraft von S^ ^und 5^ constant, das heisst 

F böwegt sich auf der 
Geraden DF und die 
Kraft F in der Ebene 
ODF. Wird OC unend- 
lich gross, das heisst die 
Fläche ABC parallel zur 
Kante OC, so verschwin- 
det die Kraft S^ gegen- 
fiber den beiden andern 
und die Mittelkraft OJ 
föUt in die Ebene ÄOB. 
In diesem Falle gelten 
für die Schnittrichtung 
AB und die Kraft OF 
alle die Gesetze, welche wir für Spannungen in der Ebene abgeleitet 
haben; insbesondere bilden Schnitt- und Kraftrichtung in der Ebene 
AOB eine Involution und es stellt daher auch AB die Sichtung 
der auf die Schnittfläche CO F wirkenden Kraft dar; AB und diese 
Fläche sind somit im obigen Sinne einander coiyugirt. Es folgt 
daher der Satz: 

Dreht sich die Schnittfläche um eine Gerade, so 
bewegt sich die auf sie wirkende Kraft in der zu 
dieser Geraden conjugirten Ebene. 

Legt man durch OC eine zu AB parallele Ebene, so bildet 
diese mit der Schnittebene COF einen involutorischen Ebenenbüschel, 
der von jeder beliebigen Ebene in involutorischen Strahlen geschnitten 
wird. Wir wählen nun drei ganz beliebige durch gelegte Linien 
als Axen und bestimmen die drei zu diesen Axen conjugirten Ebenen; 




lann wird jedem beliebigen neuen Strahl aus eine vierte Ebene 

' entsprechen, und die drei Ebenen, welche diesen Strahl mit den 

drei Axen verbinden, entsprechen den Linien, in welchen die vierte 

Ebene die drei Atisgangsebeuen schneidet. Ueberdies sind in jeder 

dieser Ebenen die betreffende Schnittlinie nnd die Spur der ibr con- 

1. Jogirtvn VerhinJungscbene involutoriBch gt;paart. Es folgt hieraus, 

' da33 die conjugirten Strahlen und Ebenen im Stmhlenbüscliel ein 

Polarsystem bilden. 

Sind abr drei beliebige Strahlen Sines Polarsystems und ABC 
die ihnen entsprechenden Ebenen, äo liegen b^hanntlich die Suhiiitt- 
linieo AB, BC und CA zu abc i-ersiiectivisch, da« beisst, die 
Ebenen (AB)c, {BC)a nnd {CA)b ^schneiden sich in einer Ge- 
raden » ; ferner liegen die Schnittlinien (<i b) (.', (h c) A nnd ('■ a) B 
is der der Geraden ,< enlgprwrbenden Ebene iS'. Hierdurch wird d^r 
auf der Seite '^7 oben ansgi-sprocheue Sutt bestätigt. 

Um zn untemucben, wie sich die Spannungen der Grösse nach 
I indem, nehmen wir (Fig. 15) au beliebiger Stelle eine Ebene O'C'G' 
l ui. die auf der Geraden -4 ß normal steht, imd projiciien auf sie das 
Körperelemeut und das Kräflepolygon ODEF-, dann fallen di« 
Projectioneu der Kräfte ,% und 5, , d» sie zur Ebene AOB paralkl 
laufen, in eine Gerade })' F'\ ferner projicirt sich die Ffüche ABi' 
als Linie CO' und diese hi gleich lang wie das aux dem Punkte C 
auf die Gerade AB gefnilte Perpendikel CG. 

L&sst man nun wieder die Ebene ,1 BC um die Linie A B sieb 
drehen, so bleibt nach früher der Punkt D' fest und f verschiebt 
sich parallel zu O'G'. Da nnn die Kräfte S, und .S, und somit auch 
ihre Mittelkraft der Länge von OC proportional sind, so stehen 
in der Projection auch D' P" und 0' C in constantem Verhältnis. 
Wir haben somit in der Projection Beziehungen, die denjenigen 
der Figur 1 (S. 3) entsprechen, nur da-^s hier die r gleich null 
sind; auf die Seite O'G' wirkt die Kraft 0'D\ auf die Seite 
O'C die Kraft D'f; beide Krifle aind den Seiten, auf die sie 
wirken proportional; dreht man daher die dritte Seite G'C um den 
Punkt G' und trügt auf dem Strahl 0' P jeweilen die spezifische 
Spannung auf, die sich ergibt , wenn man die Kraft 0' F' durch 
I die liänge G'C dividirt, so beschreibt der Endpunkt dieses Strahles 
l»ie in der Figur 4 (Seite ») eine Ellipse. Da aber G'C dem 
k^ächeiiinhalt des Dreieckes .-1 B C proportional und F' die Pro- 
üoo von F ist, so erhält man auch in der Ebene ODF eine 





Ellil>!^e, wenn inaii di« Kral't i>F durch die Fliehe ABC diTidirt 
und den Quotienten auf dem Strahle <>F auftragt. Gibt ntfui dub 
noch der Linie AB ia der Ebeue AOB verschiedene Richtungen, 
80 ändert auch die Ebene ODF ihre Stellung; der Endpunkt dpr 
spezifischen Spannung wird aber jederauit eine Ellipse beschreiiien, 
und alle dic-fe Ellipsen treffon eich auf der Kaute OC, weil sie auf 
dieser die auf AGB wirkenJt spezifische Spannung abschneiden. 
Da endlich alle dies<; Ellipsen din Ebeue AOB in einer Ellipse 
schneiden, weil für Schnittflächen parallel r.ü 0(! die spezifisclie 
Spannung in die Ebene AOB fUllt und hier ganz den für Span- 
nungen in der Ebmie abgeleiteten Gesetzen folgt, so liegen 
sämtliche Ellipsen auf .einem Fjllipaoide, dem «Spao- 
nungsell ipsoide >. 

Das Polarsystem der eonjugirten Kräfte- und Schuittriohtungeu 
\ii nicht identisch mit deuijenigen der eonjugirten Durchmesser und 
Durehmesserebeneu des Ellipsoides; beide Systeme haben jedoch ge- 
meinschaftliche Axeu und Hauptebenen. Denn in der Eljene O'CG' 
(Fig. 15) entsprechen nach früher senkrecht aufeinander stehenden 
SchuittrichtUDgeu conjugirte Durchmesser der Ellipse; daraus folgt, 
das» auch zwei aufeinander Kenkreclit stehenden Schnittebenen ton- 
jugirte Durchmesser des Elhpsoides ent^pi-echeu. Sucht man nua 
im Polarsystem da-ijenige Tripel ronjugirter Ebenen, bei welchen 
die drei Ebimen rocht« Winkel miteinander bilden, so bilden die 
zugehörigen KrBfte conjugirte Durchmesser des EUipsoides; da aber 
diese Kräftig selbst aufeinander senkrecht stehen . so sind sie die 
Axen des EUipsoides. 

Das bis jetzt Entwickelte fassen wir not^'limals zusammen und 
ergänzen es durch einige selbstverständliche Slltze aUf den frühem 
Nummern : 

ist das Material in einem Punkte so in Ansprach 
genommen, dass sich die Inanspruchnahme ändert. 
wenn man in irgend einer Richtung tor tschreitet, 
so bilden die Itichtungslinieu der Kräfte, welche auf 
ebeue Schnitte durch diesen Punkt wirken, mit diesen 
Ebenen ein Polarsystem im Strahlenbündel. 

Hat diU Polar-sysf em keinen Ordnungskegel, «o 
wird das Material nnch allen HichtungeQ hin in 
gleicher Weise beansprucht, das heisst entwedet 
gedrückt Otter gezogen, 
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Hat das Pularsystem einen Ordnungskegel, üo 
rd es im Innern des Kegels in entgegengesetzter 
Weise als ansserbalb desselben in Ansprucli genom- 
men. Für Schnitte, welche deu Kegel berühren, fällt 
die Hichtung der Krafi in die Schnittebeiie, das 
heisst das Material wird in solchen Fillen nnr trans- 
versal beausiirucht. 

Trägt man von dem gegebenen Punkte aus die 
auf die verschiedenen Schnitte wirkenden spezifi- 
schen Spannungen in Richtung und Orösse anf, so 
liegen die Endpunkte aller dieser Spanoangen auf 
einem Ellipsoide. dessen kx^a mit dem des Polar- 
aystems zusammenfalieu. 

Wild das Material in den drei Uanptschnitlen 
in gleicher ^f eise in Anspruch genommen, so ist der 
Orduiingskegel des Polars;stem:^ imaginär; haben 
die drei Uanptspannungen verschiedene Zeichen, so 
haben doch zwei derselben gleiches Zeichen und es 
liegen die diesen Spannungen entsprechenden Haupt- 
schnitte innerhalb, der dritte ausserhalb des Ord- 
nna^skegels. 



9. Constraction des Spannimgsellipsoidet}. 

(Tiifel 1.) 

Wir woUeu jetzt auf der Tafel 1 das Spannungsellipsoid auf 
Grund eiiieti Tripels eonjugirtcr Elemente wirklich congtruiren. 

Es sei also ein Dreikant gegeifen, dessen Kanten mit den Kiih- 
tungen der auf die drei Seit«nßäcben wirkenden Kräfte zusammen- 
fallen; dann sind die Kanten und (lachen dieses Dieikants nach 
früher im Polamysteni der Kraft« und Schnitte einander conjugin. 
Die Grösse der drei Kräfte sei ebenfalls bekannt. Ausserdem sei 
eine vierte Ebene gegeben, und es sei ron beeunderem Interesse, die 
sie beanspruchende Krafl zu ermitteln. Endlich seien noch die 
Aien des Spannun^Uipsoides, mit andern Worten die Kichtongen 
und Grossen der Maiimalinanspruchnahmen des Materials zu be- 
stimmen. 

In passender Entfernung r vom gegebenen Punkte {0} führen 





wir eine ParaUelebene zu der Ebene, far die man speziell die lo- 
aaspruchnahme des Materials ku kennen wünücht, und wählen diese 
Ebene zur Bildebene. Die Projectioii dew gegebenen Punktes (0| 
sei 0, und der Schnitt des gegebenen Dreikautes mit der Bildeben« 
sei das Dreieck A li C. 

Da bei der Lösung der uns gestellten Aufgabe vorzugsweise 
Strahlen und Ebenen des Bündels (0) vorkommen, so begnügen wir 
ans mit einer Ortliogonalprojection der darzustellenden Gebilde. 
Irgend welche Punkte und irgend welche Linien sind durch ihre 
Projection und die Spuren der aus (0) sie projicirenden Strahlee. 
beziehungsweise Ebenen vollsl5ndig gegeben. Ebenso sind FigHren 
in solchen Ebenen, znm Beispiel die Schnitte von Durchmesserebenea 
mit dein Ellipsoide durch ihre Projectioneo und die Spuren der 
Ebenen, in denen sie sich befinden, gegeben. Um die wahren Längen 
von .Strahlen zu erhalten, braucht man sie blos um ihre Projectioneu 
umzuklappen : es tUlIt dann die Höbe 0(0) mit du^m zu der Pro- 
jection senkrechten Uadius des Dtstanzkreise» k zusammen. Die 
wahre Grösse einer ebenen i'igur erhält man durolr Umklappnn^ 
der Ebene um ihre Spur; dabei findet man die Lage des Punktes (0) 
in der umgeklappten Ebene einlach dadurch, dass man die Länge 
des Perpendikels von (0) auf die Spiu' bestimmt und auf der Pro- 
jection des Perpendikels aufträgt; die Länge des Perpendikels findet 
man wie vorhin durch Umklappen. Auf der Tafel 1 sind auf diese 
Weise die Perpeudikel jSa j>i pe von (0) auf die Drei kau tseiten ABC 
constvuirt, die bezüglichen Coustnictionslinieu indessen wieder aus- 
gelöscht worden. 

Es seien uun ß., fl* a, die etwas stärker ausgezogenen Projec- 
tioneu der von (0) iius in l)eliebigem Massstabc aufgetragenen , 
spezifischen Spannungen, welche iu den Kanten (0) ABC auf die 
gegenüber liegenden Seiteu wirken, und es soll zuuächst diejenige 
Spannung (i bestimmt werden, welche auf die gegebene vierte (lur 
Bildfläche parallele) Ebene wirkt. 

Zu diesem Zwerke hat man die gegebenen Spannungen mit . 
den ihnen entsprechenden Flüchen des Dreikantes zu multipliciren, j 
die drei sich ergebenden Kräfte Sa So ö't zusammenzusetzen nnddisf 
Mittelkraft durch die ^l&che'ABC zu dividiren; zu demselbea I 
Besiiltate gelangt man jedoch auch, wenn man die Kräfte .**„ St Sf\ 
einzeln durch die Fläche .4 BC dividirt nnd die Quotienten, welcbl 
wir ön' iSb' es/ nennen wrdlen. vnreinigt. 




Um die Projection von a.' za erhalten, beacht«ii wir. das? die 
RacLen {0)BC und ABC sich verhalten wie die Perpendikel von 
den Punkten (0) und A auf die gemeinschaftliche Basia BC. Den 
Perpendikel pa von (0) auf BC haben wir bereits construirt; den 
Perpendikel p«' von A auf BC greift man direct auf dem Blatt 
ab. Um diiher die Projection der auf die FlUche (0) BC wirkenden 
Krafl. da IM finden, hat man ff, mit dem Verhältnisse p. : p,' 
dieser beiden Höhen zu mnltipliciren. Diese Arbeit ist für sämt- 
liche drei Kralle an passender St«lle ausgeführt, allein nieht aus- 
gezogen worden ; wir begnügen uns damit, 7u sagen, dass die anf 
der Tafel in der Reihenfolge ö,' aä s\' aneinander gefügten Strecken 
die Ergebnisse dieser Verwandlungen aind. 

Dureli die Projection des Endpunktfs B ilieses Linienzages 
allein ist dieser Punkt noch nicht vollständig bestimmt; wir müssen 
noch die Spur M des Strahles ermitteln, der ihn aus (0) projicirt. 
Nun schneidet der Strahl, welcher den Endpunkt von a^ aus (0) 
projicirt, die BildÜäche offenbar auf der Linie yl C, also in Mi\ 
denn 0^ tmd ö„' liegen in der Ebene (if) AC. Legt man nun 
durch (0) und ff»' eine HüU'sebeiie, so gebt deren Spur durch Jtf» 
und ausserdem, da iJj' zu Ö4 parallel ist, durch B. Der Schnitt- 
punkt von B mit B jl/t ist daher der gesuchte Durchstosspunkt M. 
Hierdurch ist die Lage des Endpunktes von vollständig bestimmt' 
und der erste Teil unserer Aulgabe getOst, 

In dem Polarsystem der Schnittflächen und Kräfte ist nun 
offenbar der Strahl (0) ,W der zur Bildtläche parallelen Khene cou- 
jngirt; in dem Polarsystem, welches der Bündel (ü) auf der Bild- 
ebene ausschneidet, entspricht daher der Punkt J/ der unendlich 
fernen Geraden ; das beisst, er ist der Mittelpunkt dieses Systems, 
und da ausserdem die Linien ABO ein Polardreieck bilden, so ist 
das Polarsystem vollständig be:;timmt. 

Da der Punkt M ausserhalb dieses Dreieckes -liegt, so besitzt 
das Poiarsystera eine reelle Ordnungskurve und der Bündel (0) 
einen Ordnungskcgel, was übrigens schon daraus geschlossen werden 
konnte, dass die eine Spannung (ö^) in entgegengesetztem Sinne 
wirkt wie die beiden anderen. 

Die Ordnungskurve ist eine Hyperbel, und es lassen sich 
leicht zahlreiche Elemente derselben bestimmen. Dem Durchmesser 
BM entspricht der unendlich ferne Punkt von AC; der zu BM 
conjugirte Durchmesser läuft also parallel zu AC. Aus gleichen 
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Oründeii emd die zm A B und BC parolielen ßurcbmesser den 
Durcbmessera t ,1/ und AM conjugirt, und die drei Durchmesser- 
paare bilden eine Involution, deren Doppeletrablen die Asymptoten 
der Hjperbel aiud. 

Auf der Geraden A C bilden ferner die Punkte Ä und C eins 
Involution, in welcher M^ dem unendlich fernen Punkte entspricht; 
schlägt man die Tangen teiiläuge aus Mb an einen durch A und C 
gelegten Kreis auf AC herunter, so erhält man die Doppelpunkte 
oder die zwei Schnittpunkte des Kegelschnittes mit A C. Die Vei^ 
bindungslinien der Doppelpunkte mit B berühren die Kurve in 
diesen Punkten, Zieht man zur Tangente an einen dieser beid«i 
Punkte eine Parallele durch den andern, so liefern je zwei auf dieser 
Parallelen liegende Punkte, die vom Doppelpunkte gleich viel ab- 
stehen, mit B verbanden zwei conjugirte Strahlen, welche auf vif 
zwei conjugiite Punkte ausschneiden. 

Wie auf dfr tieraden AC, so enfÄteht auch auf der Geraden 
B C eine Involution, Der Mittelpunkt Ma derselben wird durch 
die Linie A M herausgeschnitten. Hei der tJonstruction lag er 
nouh auf dem Brett, ^o dass der eine Sebnittpunkt der Hyperlwt 
mit BC und die entsprechende durch A gehende Tangente erhaltea 
werden konnten; der andere Doppelpunkt liegt weit ausserhalb des 
Blattes. 

Der Schnittpunkt Mc von A B mit T M fallt zwischen A und 
B; die Involution auf AB hat demnach keine Doppelpunkte; ihi 
Halbkreis über AB schneidet die Ordinate von Mc in dem ntitJ, 
bezeichneten Pimkte, von dem aus auf A B conjugirte Punkte dnrch 
die Schenkel jedes rechten Winkels bestimmt werden. 

Mit Hülfe die^r Daten ist grhliesslich die Hyperbel, so weit 
sie auf das Blatt zu liegen kommt, gezeichnet worden. 

Jeder Ebene des Bündeln (0), welche eine Linie der Bildebene 
projieirt, entspricht nun, als lücbtungslinie der auf die Ebene wir- 
kenden Kraft, derjenige Strahl, welcher den Pol dieser Linie pro- 
jieirt. Die derart conjugirten Kiemente können entweder mittelst 
der Ordnungskurve oder mittelst der di'ei Involutionen auf ABC 
construirt werden. (Letzteres mnss immer dann geschehen, wenn 
keine reelle Ordnuugskurve vorhanden ist.) 

Die Bestiramung der Axen dieses Polarsystems ist eine Auf- 
gabe dritten Orades , die sich nicht mehr vermittelst des Zirkels 
lösen lässt. Wir verfahren dabei genau so, wie es in Professor 
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Dr. Fiedler'9 (Darstellender Geometrie> (3. Aufl. Nr. 42: die Aien 
und Scheit«! etc. der Flächeo zweiten Gndes) beschriebea und an 
einem Beispiel erläutert ist. Man bestimmt in jedem Strable der 
Ebene (O) A B denjenigen Cünjngirten Strahl, der auf jenem senk- 
recbt steht ; der Ort aller dieser conjngirten Strahlen ist ein Kegel 
zweiter Ordnung, welcher die drei gesnchten Aien enthält ; sie sind 
diejenigen strahlen, welche den drei Scbnitttisieu der Ebene (0) AB 
mit den Hauptebenen des Eitip^ides enläprechen. In gleicher Weise 
geben die StraUen der Eheue (0) A C einen Kegel , der ebenfalls 
die Aien enthält. Die beiden K^gel H'hneiden sich in vier Mantel- 
iinien : die eine von dieatn ist derjenige Strahl, welcher der gemein- 
schaftlichen Linie 10} .1 conjugirt ist; die drei nbrigeo sind die 
gesuchten Axen. Diese hier angedeateten Operationen wurden auf 
der Tafel wie folgt ausgeführt. 

Der Kegel, welcher der Ebene (0)AB entspricht, schneide in 
der Bildebene die Kurve u heraus ; die Spur des der Ebene [0)AC ent- 
sprechenden Kegels sei r. Cm zu einem beliebigen Strahle der Ebene 
(0) A B den conjngirten zn linden, lege man durch (0) swei Ebenen, 
von denen die eine zu dem angenommenen Strahl conjugirt ist, die 
andere auf demselben senkrecht steht; die Schnittlinie der beiden 
Ebenen ist der gesuchte Strahl und der Schnittpunkt ihrer Spuren 
der Durcbstesspunkt desselben. Da die Ebene {ß)A B zur Geraden 
(0) C conjugirt ist , so geht die zum angenommenen Strahle con- 
JQgirte Ebene stets durch {0)C und ihre Spur durch C; ferner geht 
die auf dem Strahle senkrecht stehende El>ene durch den in (0) auf 
{0)AB errichteten Perpendikel, und die Spur derselben dreht sich 
um den Durchstosapunkt U dieses Perpendikels. Den Punkt U 
findet man, indem man durch eine Senkrechte zu A ß und durch 
den Endpunkt des umgeklappten Perpendikels j), eine Senkrecht« 
zu diesem zieht. Dreht sich nun der Strahl in der Ebeufl (0) A B 
um (0), »0 bewegen sich die beiden genannten Ebenen um (0)C 
braw. (0)17 und beschreiben hierbei Büsi^hel, welche zu dem in 
{0)ÄB liegenden Büschel projectiriach sind; der Ort ihrer Schnitt- 
linie ist daher, wie oben behauptet wurde, ein Kegel zweiter Ord- 
nung und seine Spur u, das heisst die von den Strahlenbüscheln C 
und U beschriebene Kurve ein Kegelschnitt. Dasselbe gilt von 
der Ebene {0) A C und der Kurve r ; letztere ist wiederum der 
Schnitt zweier projectivischer Strablenbüschel, ron denen der eine 
sein Centnim iu B hat, während dasjenige des anderen, V. gefan- 
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den wird , wenn man durch (0) einen Perpendikel auf die Ebeue 
{0)AC legt. 

Nim lasaeo sich leicht fär Jeden der beiden Kegelschnitte sechs 
Punkte angeben. Die Kurve u geht n&mlich durch die beiden 
Punkte C und U und durch vier weitere Punkte, welche man erhalt, 
wenn man den Strahl der Ebene (0)AB der Reihe nach durch A, 
B, Me und den unendlich fernen Punkt von AB führt. Dem 
Strahle (0) A entsprechen in der Bildebene die Strahlen C B und 
der auf OA senkrechte Strahl aus U; denn ereterer lief(t in der 
zu {0)A conjugirten Ebene, letzterer in der zu (0) A normalen 
Ebene durch .(0). Die beiden Strahlen treffen sich in dem mit (ut) 
bezeichneten Punkte, welcher, da er dem gemeinschaftlichen Strahle 
der Ebenen (0) A B und {0)AC' entspricht, zugleich auch dir 
Kurve o angehört. Dem Strahle (0) B sodann entsprechen die 
Linie CA und die aus U auf B gezogene Senkrechte ; ihr Scbuitl- 
punkt trägt den Buchstaben k». In derselben Weise führt dw 
Strahl {0)Mc zu dem Punkte «,„; letzterer ist, da dem Punkte M, 
auf A B der unendlich ferne entspricht, der Schnitt einer Parallelea 
la AB durch '.'und einer Senkrechten durch (7 zu M^. Endlich 
gelangt uian, indem man den Strahl am tO) parallel! zu A B laufen 
Iftsst. zu dem Punkte m„. 

Fnr den Kegelschnitt c erhält man genau nach demselben 
Vorgange, indem man den Strahl aus (0) durch A, C, Mt und den 
unendlich fHrneu Punkt ton AC gehen lässt, der Reihe nach dia 
Punkte (uv), Vc, »„ und v^, welche mit B und V die Kurve » 
vollständig bestimmen, (Von diesen Punkten fiel Vg, ausserhalb 
des Blattes.) 

Jedes Paar conjugivter Punkte auf AB beziehungs*eise AO 
gibt zwei weitere Kurvenpunkte: doch ist es vortheilhafter, die bis- 
her bestimmten Punkte, welche meistens auf Linien liegen, dis 
durch die Aufgabe selbst in grosser Länge gegeben sind, d^zu ni 
benützen, die Kegelschnitte mittelst projoctivischer Punktreihon zs 
ergänzen. 

Die Kurven » und i' sind auf der Tafel gestricht ausgezogen; 
erstere ist eine Ellipse, letztere eine Hyperbel. Beide haben, wi» 
schon früher bemerkt wurde, den Punkt (uv) gemein; ausserdem 
schneiden sie sich noch in drei weiteren Punkten A' Y Z, welcbl 
nach früher die Spuren der Äxen des Polarsjstems sowie des Span* 
nungsellipsoides sind. Diese drei Punkte zu bestimmen, ist eii 
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Aufgabe dritUo Grades, welche man am besten durch ProMreo Itet; 
man zeichnet D&mlieh in der Nähe der gesuchten Punkte knrze 
Sti-eoken der beiden Kurven mit mftglichster Genauigkeit, am ein- 
fachsten vermitteM projectivischer Strahlen, and l>e«tiinmt aufdieee 
Weise die Lage der Schnittpunkte. Von den drei Axeu bezeichnen 
wir diejenige, welche innerhalb der Ordnungskurve liegt mit {0)Z; 
«3 werden daher XZwad YZ von der OrdDung$hyi>erbel geschnitten, 
X y dagegen nicht. man der Schnittpankt der Höhenperpen* 
dikel des Dreieckes XYZ sein. 

Die Urdnungskurve erzeugt nun auch in jeder Seite des Drei- 
eckes XY Z eine Involution. Anf der Seite X Y sind zunächst X 
ncd y einander conjugirt; vier weitere Punktepaare erhält man, 
wenn naan die Verbiadungälinieo der Funkte A B€ M mit Z, sowie 
die Polaren dieser Pnnkte mit XY zum Schnitte bringt. Insb^ondere 
schneidet M Z &\it XY dea Mittelpunkt M, der Involution aus; 
senkrecht über dieseok Mittelpunkte, in J, schneiden sich alle Halb- 
kreise, welche ober zwei conjugirteo Punkten beschrieben werden. 

lo gleicher Weise können die Involutionen mit Doppelpunkten 
in den beiden übrigen Seiten XZ uitd YZ coostmirt werden. Ue 
Doppelpunkte Df und D, siad die Schnitte dieser Seiten mit der 
OrdDnngakurre; die TangMiten an diese Schnittpunkte gehen duFcb 
T bexw. X 

Dm sodann die Hauptschnitte dea SpanaangseUipwides nt er- 
bilten, klappen wir die Ebeoen {0)Xy, {0)YZ nsd {p^ZX in 
die BildlUche nieder, wobei der Punkt (0) bedehangfwetK atcb 
0, 0, 0, OUt. Die Verbindungslinien dieer Punkte mit X. Y, Z 
sind die Axeu der SchnitteUip^«!]. die VerbiadBogslinien mit den 
Doppelpsskten D, und Dt die Ordnua^titnUea der UT*lat«ia der 
Schnitte ond Erifle. 

Es handelt »eh mib darsm, die Lingeo der Haaptaxes in 
EUipMidn, Bit udercn Warten die Maximal- D«d MtDimalwert« 
der ISonBMiafamamaf tf n finieB. Wir iteuwn di» drei Ualbaxea 
0a e, «^ ÜB die« O rtw en n Wfttmnca, kaben wir zwdeM Ae 
«ine deradben, «,, vÜftiiliA ■■p— wi nd «oa 0, Me gfcga 
Jg Ma aa li pfaag tt . Enidtet ■>» 4na na Ea^nAt Aener 8u«cfce 
ein Perpeadifcd In za ddM Seknittputt wt itm Of^Mi^MtnU 
O, i>. und 1^ farck dsnca Sdnittfult nd O. cä 
dnaen MiUilf» stf O. Z B(«t. w CBbtchi eine, dar Figar 12 
. (8. 21 ) aaaisge OnstnetiM. md ■» cniAt fi<Ri. 4ua fie 
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Strecke, welche 6g zum Durchmesser ergänzt, gleich 6^ sein muss. 
Dieselbe Operation auf 0, Z ausgeführt (die Linien sind hier nicht 
aasgezogen) fuhrt zu 6^. Mittelst dieser drei Halbaxen können Dun 
die Ellipsen (abgesehen von der zunächst noch willkürlichen Wahl 
von 6g) in den umgeklappten Ebenen leicht gezeichnet werden. 

In der umgeklappten Ebene (0) X Y haben die beiden 6 gleiches 
Zeichen; der Kreis der Figur 12 (oder entsprecheudier der Fig. 10, 
S. 16) hat daher hier die Differenz derselben zum Durchmesser. 
Er ist infolge dessen so klein ausge&Ilen^ dass er mehr zur üeber- 
sieht der Verhältnisse dient und nur vorsichtig zum Construiren 
benützt werden darf. Dem Punkte U der Figur 10 entspricht hier 
der Funkt t/,; die Polare desselben geht durch den Punkt J, das 
Involutionscentrum der conjugirten Schnitte und Kräfte. Nach 
Figur 2 (Seite 5) sind hier auch die beiden (gestrichten) Strahlen 
aus Og bestimmt worden, welche zu den die Axenwinkel halbirendea 
Strahlen coDJugirt sind ; sie bilden die Diagonalen in dem der Ellipse 
umschriebenen Axenrechteck. 

Mittelst ^er Axcnlängen können wir nun die Länge irg^i 
eines Strahles von (0) bestimmen. Wir führen diese Bestimmimp 
vor allem für die drei Strahlen 6^ (T^ 6c aus. Zu diesem Zwecb 
klappen wir die Ebene {0)BZ, welche 6i, aus Z projicirt, in die 
Bildfläche um ; dabei« gelangt (Q) nach 0»,. Der Schnitt der Eben» 
mit dem EUipsoide ist eine Ellipse, deren eine Axe nach Z, vsi 
deren kndere nach Z», dem Schnitte von BZ mit XY^ gerichM 
ist; die Länge der nach Z gerichteten Halbaxe ist 6g ^ diejeoifi 
der andern, 6ig, findet man, wenn man Z» mit Og verbindet und tej 
entsprechenden Radius der Ellipse Og bestimmt, was mittelst iinNr{ 
Kreise über den Axen 6^ und 6^ geschehen kann , ohne dass AI 
iBllipse selbst gezeicliiiet zu "werden braucht. In gleicher Weivj 
wird sodann die Strecke cr^, bestimmt, welche die Ellipse Oif 
dem nach B gerichteten Strahle abschneidet. Die Strecken fcj 
und 6b sind von 0&, aus aufgetragen, die zu ihrer Ermittlung Tfrj 
wendeten Hölfslinieii dagegen wieder ausgelöscht worden. 

Ganz auf demselben Woge wurden hierauf die Spannungen ^ii 
und 6c construirt, erstere durch Umklappen der Ebene (0)AYi. 
letztere durch ümlogen der Ebene {0)(JY; die Punkte Oa^^] 
Oe^ sind, um das Nachzeichnen zu erleichtern, aufgetragen,' 
betreffenden Linien jedoch wieder ausgelöscht worden. 

Wurde genau und richtig gearbeitet, so werden nun A^ 



«haltenen tf, ff» ffc wegen der willkürliclieii Annahme von a, zwar 
nicht gleich, wohl aber proportional den ursprüDglichen, durch ihre 
Projeetion g:(!gebenen Werten sein, Projicirt man jene normal zur 
Umlegaxe zurück , so wird man auf den Strahlen 0) A B C drei 
Funkte erhalten, deren Verbindungslinien parallel laufen mausen zu 
den Verbindungslinien der Endpunkte der gegebeneu tf^ öj a^. Trifft 
dieses zu, so kann man nun die willkürlich angenommenen Werte 
6, a^ e, auf die Strahlen 0) X Y Z projidren und durch Parallel- 
linien ihre wahren Längen bestimroen. Da dieser Vorgang' leicht 
cu überblicken ist. so haben wir, um nicht allzu viel Liuien zu 
erbalten, die auf der willkürlichen Annahme von 6, beruhenden 
Constructionen ausgelöscht und nur die mit den richtigen Wertes 
ff, ff, a, ausgeführten ausgezogen. 

In jedem der drei umgeklappten Haujitschnitte (0)A'1"2' er- 
gibt sich nun eine Ellipse als Schnitttigur der Ebene mit dem 
EllipEoide. 

Von den drei Hauptspannungen ist, absolut genommen, ff, die 
größste und Oy die kleinste; erstere wirkt jedoch, da sie ins Innere 
'des Orduungskegels fallt, in entgegengesetztem Sinne wie die beiden 
Anderen. — 

Mit den vorstehend beschriebenen Operationen kann unsere 
Aufgabe der Hauptsache nach als erledigt angesehen werdeu. Die 
gefundenen Resultate, setzen uns in dün Stand, für jede gegebene 
Schniltrichtuug die Richtung und Grösse der zugehiJrenden Span- 
nung zu finden und umgekehrt. Die Spur der Schnitlebene und 
der Durchstosspunkt der entsprechenden Kraft liegen stets polar 
hinsichtlich der Oidnungskurve und die Länge jedes iStrahles aus {0) 
wird durch Umlegen einer geeigneten Hülfsebene erhalten. Um 
jedoch die Verhältnisse noch etwas klarer und vollständiger darzu- 
stellen, sind noch das EUipsoid selbst und dessen Schnitte mit dem 
Dreikant (0) A' YZ, sowie einige andere Elemente gezeichnet worden. 

Der das Ellipsoid projicireude IJ^linder berührt es iu derjenigen 
Durchmesaerebene , welcho zu dem auf der Bildfläche senkrechten 
Durchmesser (0) conjugirt ist. Die Spur e dieser Diametralcbene 
finden wir folgendermasaen : Wir legen durch {0)0X eine Hülfsebene 
und bestimmen den zu ihr coujugirten Strahl «j,; dieser muss, da er 
za {0)X conjugivt ist, in dem Eauptscbnitte (0) YZ, und da er zu 
(O) conjugirt ist, in der gesuchten Durchmesaerebene liegen, somit 
die Bildfläche in der Geraden f treffen. Verbindet man den Punkt 





Ft, in velcliem <1ie Linien XO und YZ sich schneiden, mit 0, 
MüA bestiinint in der P^llipse 0^ den zu dieser Verbindungslinie con- 
jugirten Durchmesser, so ist dieser nichts anderes, als der umge- 
klappte Strahl e,; sein Schnitt mit der Ellipse ist durch einen 
kurzen Strich und den linchgtaben d' angedeutet; der Punkt F.„ 
iu welchem er die Gerade YZ trifft, ist sein Durchotosspunkt, 
also ein Punkt der Spur e. Verbiudet man fl^ mit O und projicirt 
den Punkt fx' rückwärts, so erhält man den einen Eudpiinkt dej 
Durchmessers f,; der andere liegt in gleicher Entlernung von 
auf der entgegengesetzten Seite. Durch diese Endpunkte geht die 
das Kilipsoid darstellende E^urve, und die zu OA' parallelen Strahlen 
bilden zugleich deren Tangeuten. 

Die Punkte J^^ und E^ sind hinsichtlich der Ellipse O^ einander 
conjugirt; ein Halbkreis über F^ Kt und einer über YZ schneiden 
sich im Punkte J^', aus welchem je zwei conjugirte Punkte der 
Geraden YZ unter einem rechten Winkel projicirt werden. Der 
Fusspnnkt ,1/,' des Perpendikels aus .}/ ist der Mittelpunkt der In- 
volution, welche die conjiigirten Ellipsendurchmesser herausschneiden. 

Auf dem nämlichen Wege sind hierauf auch die Strahlen (, 
und e, nonstruirt worden, welche den Ebenen (0)0 Fund \0)OZ 
conjugirt sind. (Der l'unkt K^ liegt ausserhalb des Blattrandes.) 
Ganz gleich wie vorhin ergeben sich hiobei je zwei weitere Punkte 
der Projectionsellipse und deren Tangeuten, sowie die Punkte J^' 
und .// und auf den Linien XZ und A' 1' die Mittelpunkte J// und 
M,' der Involutionen conjugirter Ellipsendurchmesser. Die Projection 
des Kllipsoides konnte hiernach leicht gezeichnet werden. 

()ie soeiien besproclieneu Involutionen, welche die Uiirehmesser 
der Hauptellipsen auf den Seiten des Dreieckes XYZ faeraas- 
si'hueiden, sind bekatnitlich mit denjenigen der conjugirten Schnitte 
und Kräfte nicht iil^ntisch. Deshalb haben wir für AT zwei ver- 
schiedene Mittelpunkte M, und M,' und ebenso zwei verschiedene 
Funkte .A und J,' erbalten. 

Da jeder der Strahlen e^ e, e, in einer Hauptt-bene des ElÜp- 
soitles liegt, so gehen die Hauptschnittkurven ebenfalls durch deren 
Endpunkte und berühren daseihat zugleich die schon früher ge- 
zeichneten Tangenten. Da die drei Kurven überdies durch je |W» 
der Endpunkte, von a, a^ a, gehen, so unterliegt auch ihre Con- 
etruction keiner Schwierigkeit. 

Gleichwie die Ellipsen, in welchen das Ellipsoid von den Huupti- 
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Ebene herfihrt wird. Der höchste Punkt T' desselben befindet sich 
in gleicher Entfernung von auf der gegenüberliegenden Seite. 

Per Punkt J/' ist zugleich der Mittelpunkt derjenigen Kurve, 
iu welcher das EUipsoid von der Bildebene geschnitten wird. Da 
die Punkte , iu welchen die Linien X Y, XZ und M' die ihnen 
eutspreclienden Schuittellipsen treffefi, dieser Kurve angehören, so 
ist auch sie vollständig bestimmt. 

Es bleibt jetzt nur noch äbrig, die Durchdringungaknrre des 
Ordnuogakegels und des KIlipsoides zu zeichnen, welche bekanntlicb 
eine Baumkurve vierter Ordnung ist. 

Da beide Flachen innerhalb der acht, durcb die Uauptschnitt« 
gcbildeteu Dreikantc in ebenso viele, vollkommen gleiche, congraenU 
■oder symnietriache Teile zerfallen, so nauss auch die Durchdringungs- 
kurve aus acht solchen Stücken beliehen; In Folge dieser Congrueoz 
und Symmetrie wird sie daher aus dem unendlich fernen Punkte 
jeder Aie so auf den conjugirten Hauptschnitt projicirt, dass anf 
jedem Projectionsstrahle zwei Kurvenpunkte liegen. In diesem Falle 
ist aber der Prujectioiiskegel (hier I'rojectionacylinder ) ein Kegel 
zweiter Ordnung; die Projectionen d^ dy rf, der Durchdringungs- 
kttTve auf die Hauptschnitte sind daher Kegelschnitte. Ueberdies 
fallen die Aien dieser Kegelschnitte infolge der hervorgehobeuea 
Symmetrie mit denjenigen der Hauptschnittellipsen zusammen. 

Da die Spitze des Ordnnugskegels im Innern des EllipsoidM 
liegt, so zerßlllt die Durchilringung'ikurve in itwei getrennte, doppelt 
gekrümmte Ringe, durch deren Mitte die Axe OZ geht. Diese 
Hiuge projiciren sich auf die ..V 1'- Ebene al^ ganze Ellipse d,; die 
Halbaien dei'selben können in den umgelegten Ebenen (0)XZ und 
(0) YZ direct abgegriffen werden ; sie sind gleich den Abscissen der 
Funkte, in welchen die Hauptellipsen von den Doppeistrahlen (0,i), 
bezieh (in gsweise O^Dx) geschnitten werden. Die Projection d, auf 
die F2- Ebene besteht ans zwei Ellipsenatftcken, welche durch die 
oben genannten Schnittpunkte begrenzt werden; ihre Halbaxe auf 
der 2-Aio wird tn der Ebene 0^ als Ordinate des dortigen Schnitt- 
punktes abgegrift'en. Auf gleiche Weise findet m^n entsprechende 
Punkte in der ZA'-Ebene, woselbst die Piojection aus zwei Hyperbel- 
Stücken besteht. 

Ziemlich rasch kann nun die Projection der Durchdringungs- 
tuvve selbst gezeichnet werden. Den vier Axeneodpunkten der 
Ellipse d, entsprechen acht Punkte derselben, welche paarweise auf 



Strahlen dnrch liegen; ihre Tangenten laiiTcn mit ßt oder a^ 
parallel. Schreibt man ferner dieser Ellipse ein beliebiges Beditock 
ein, dessen Seiten den Axen parallel liiufen, so entsprechen den vier 
Ecken acht Punkte der Knrve, welche zusammen ein rechtwinkliges 
Parallelopiped bilden; die Kanten desselben bilden in der Projection 
drei mal vier Parallellinien zu den drei Haiiptaxen. Die Strahlen 
aus sodann, welche die Schnittpunkte der Linie e mit der Ord- 
Dungsktirve projicireu. hestimaien auf der Projection des EUipsoides 
die vier Stellen , iu welchen diese von d^r Durchdringungsknrve 
berührt wird. Die Tangent«n aus an die Ordnungskurve sind 
«ugleich auch Tangenten an die Pnrchdringungakurve. 

Um endlich im Allgemeinen einen Punkt dieser Kurve auf 
irgend einem Strahle des Orduungskegels zu eriialt^n, der durch 
seine Spur auf der Hyperbel gegeben ist, bat man die gegebene 
Spur aus den Ecken des Dreiecks A' Y Z auf die gegi^nfiberliegenden 
Seiten zu projiciren und die erhaltenen Punkte mit 0,,, zu 
verbinden; dann sind diese Verbindungslinien die Projectionen 

.des gegebenen Strahles auf die Kauptebeneu und schneiden daher 
auf den Projectionen di^, der Durchdriugungskurve den gesuchten 
Punkt au?. 

Auf der Tafel sind indessen diese letzteren Constructionen 
nicht mehr zur Darstellung gebracht worden, weil die Zeichnung 

'Sclion ohnedies allzu viele Linien besitzt. 



'10. Verscliiedene ßestiniinangsweisen des Polarsystems. 
' ' Zug- und DrnckknrTeii in Körpeni. 

In der vorigen Nummer haben wir angenommen, es sei ein 
Ih-eikant gegeben, desaeu Kanten den gegenüber liegenden Seiten 
eonjugirt sind, und haben daraufhin das Polarsystem der Schnitte 
und Kräfte, die Axenrichtungen und das Spannungsellipsoid abge- 
leitfit. In diesem Falle kftnnen die in den drei Kanten wirkenden 
Kräfte gan;i beliebige Werte haben und das Pohirsyateni ftird erst 
durch Zusammensetzung dieser Kräfte bestimmt. Allein so bietet 
aieh der Fall io der Praxis nicht leicht dar, sondern •^s, werden in 
der Regel beliebige Schnitte und die dazu gehörigen Knlfle gegeben 
Boin. Es handelt sich nun noch dai-um, wie auch in diesem Falle 
Spanuungäellipsoid oonatniirt, mit anderen Worten, auf welche 




Weise die veiRchiedeneu müglicben Fälle auf den auf der Tafel 1 
beiiandelten Kurückgeföhrt werden kStinen. 

Wir schicken voraus, dass durch das Polaisyatem der ScbmUn 
und Ki'&rtu auch die Klclitungen und das Verhältnis der Aien im 
SpannuDgseUipsoid gegeben sind; denn da senkrecht aufeinander 
stehenden Scbnittflächen conjugirt« Durchmesser des KlUpsoides ent- 
Bprechen. ist durch das Polarsysteni der Schnitte und Kiüfte ancb 
dasjenige des Ellipsoides bestimmt; die Hauptasen fallen in beiden 
Systemen bekuniitlich zusammen Wird daher noch die Grösse einer 
einzigen Kraft segelten oder aiifäcnommen, so ist das Spannimgs- 
ellipsoid i'oüständig bestimmt. 

Wenn nun drei beliebige Ebenen als Schnitte gegeben sind, 
so besteht zwischen den zugehörigen Kräften eine gewisse Ab- 
hängigkeit. Nach der Nummer 8, Seite 26, müssen nämlich, wenn 
die Krifte parallel y.u den Schnittlinien der drei Ebenen zerlegt 
werden, je zwei Componenten, die sich auf einer Kante schneiden, 
sich zueinander umgekehrt verhalten wie die Sinnsse der ent- 
sprechenden Kaiiteuwiukel. 

Damit identisch ist die Forderung der Geometrie, dass das 
Drejkaut der Ebenen und das der Kräfte perspectivisch liegeo. 
(Vgl. S. 29 ) Sind A B C die drei Ebenen und n 6 c die Kraft- 
lichtungen, so mn.ssen sich die Ebenen a{BC), b(CA) und c(AB) 
in einer Geraden s des Bündels schneiden , oder, was dasselbe be- 
deutet, es müssen die Schnittlinien A{bc). B(ca) und C{afi) in 
einer Ebene S liegen. Es können daher nur die Richtungen von 
u und b ganz willkürlich angenomujen werden , die dritte Linie c 
ist an die Ebene ii{AB) gebunden. Wählt mau sie in dieser Ebene, 
80 ist das Polarsjstem durch die Paare Aa, Bb, Cc und Ss be- 
stimmt und es können der Mittelpuukt desselben, die Ordnangs- 
kurve und die Hauptaxen ähnlich wie in der vorigen Numma 
construirt werden. Wird noch die Grösse irgend einer Kraft an- 
gegeben, so ergibt sieh auch das Spannungsellipsoid. 

Der hiemit besprochene Fall dürfte in der Praiis am b&nfigst6n 
vorkommen. Bequemer liegen die Verhältnisse, wenn zwei Ebenen 
A, h und die Richtungen fr, b gegeben sind und die auf die Ebene 
(ab) — C wirkende Kraft in der Linie A B = c liegt; denn dann ist 
in der Ebene (' der iStrahl a mit der Spur von A, sowie der Strahl h 
mit der Spur von B iuvolutorisch gepaart, nnd man gelangt somit 
ohne weiteres auf ein Pohlreikant. Die Grössen der di-ei in abe 
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wirkenden Kräfte sind hierbei voneinai'der ganz unabhän^g'. 
überhaupt auf die eben angegebene oder auf irgend eine andere 
Weise die Involution der Sebnitte und Krärt« in einer Ebene des 
Bündels und die auf dieae Ebene wiikende Kraft bekannt, so braucht 
man nur noch m einer beliebigen zweiten Ebene die entsprecbeade 
Kraft zu kennen, um alles fest zu legen; dabei müssen jedoch in 
der ersten Ebene die Spur der zweiten und die Spur der die beiden 
Er&fte enthaltenden Ebene einander conjugirt sein. 

Von dem Sat/e. dass ein Polarsystem auch durch ein /ünfkant 
gegeben sein kann, in welchem jede Kante der gegenüberliegenden 
Seite zugeordnet ist, wird man in der Statik der inneren Kräfte 
wohl nie Gebrauch zu machen haben. — 

Wären für alle Punkte eines Körpers die Polarsysteme der 
Schnitte und Krifte bekannt, so könnte man in ähnlicher Weiae, 
wie es in der Nummer 7, Seite 22, für die Ebene angedeutet ist, 
ancU das Wirken der Krüfte im Innern von Köriiern darstellen. 
Für irgend einen Punkt seien die drei Axenrichtuugen bestimmt 
worden; dann kann man in jeder der drei Richtungen zu einem 
benachbarten Punkte übergeben und für diesen dieselbe Bestimmun^f 
ausführen, und in dieser Weisu weiter fahren. Von Punkt su 
Punkt werden sich die Richtungen tangsam Ändern, und man erkennt 
leicht, dass man auf diesem Wege ira Innern deä Körpers drei, im 
Allgemeinen doppelt gekrümmte Linien oder Trajectorien erhSlt. 
Beginnt man die Construction dieser Linien in den zweimal unend- 
lich vielen Punkten, welche einen beliebigen Querschnitt eines 
Edrpers füllen, so bekommt man für jeden derselben drei Trajec- 
torien, im Ganzen also drei Systeme von zweimal unendlich vielen 
Linien, von denen jedes den ganzen Riiuni ausfüllt. Wo zwei Linien 
Terschiedener .Systeme sich schneiden, bilden sie miteinander einen 
rechten Winkel, Die imendlich kleine Fläche, welche in diesem 
Schnittpunkte die sieb schneidenden Linien berührt, ert^hrt nur 
normale und keine transversalen Spannungen. 

Leider ist diese Darstellung im Allgemeinen praktisch unaus- 
fQbrbar. Die Zeichnung der vorigen Nummer hat grosse Mühe und 
Terh&ltnismässig viel 7.e\t gekostet , kostet auch dann noch viel 
Zeit, wenn man sich auf die Bestimmung der Aienrichtungen 
beschränkt; diese Bestimmung für etwa hundert Punkte, was sehr 
L venig wäre, auszuführen, ist eine Arbeit, welche die Kräfte und die 
BSeit, die auf irgend ein Projekt verwendet werden künnen, weit über- 
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steigt. Nur in einzelnen speziellen Fällen, wo von den 9 Gompo- 
nenten der Figur 14 mehrere gleich null werden, und die Trajee- 
torien infolge dessen gewissen einfacheren Gesetzen folgen, mag es 
gelingen, dieselben far ein Beispiel zur graphischen Darstellung sn 
bringen. Wenn sich speziell für jeden Punkt des Körpers ein Schnitt 
angeben lässt, für welchen die Eraft gleich null wird, so gehen 
die Spannungsellipsoide in ebene Ellipsen über, und die Trajectorien 
lassen sich in diesem Falle mit Hülfe der für die Ebene abgeleitetai 
Methoden und Kegeln bestimmen. Wir werden in der Nummer 26 
einen solchen Fall behandeln. Im Uebrigen wird man sich, wenn 
überhaupt etwas geschehen soll, darauf beschränken, von den räum- 
lichen Verhältnissen einfach Abstand zu nehmen und die Zug- und 
Dmckkurven in ausgezeichneten ebenen Schnitten zu constmiron. 



Zweites Kapitel 

Gleichgewicht zwischen äiDsseren 
und inneren Eo^äften. 



11. Die an einem Balken wirkenden Kräfte 

im Allgemeinen. 

Während die im vorigen Kapitel abgeleiteten Gesetze allge- 
meine Gültigkeit besitzen, werden wir in der Folge, die Bedürfnisse 
des Bauwesens besonders berücksichtigend, uns speziell mit stab- 
oder balkenfiirmigen Körpern beschäftigen. 

Unter einem Balken oder Träger denken wir uns einen stab- 
förmigen Körper, der durch die Bewegung einer ebenen Figur in 
der Art erzeugt wird, dass der Schwerpunkt der Figur eine; con- 
tinuirliche Bahn beschreibt, während die Figur selbst auf dieser 
Bahn beständig normal steht. Die Bahn des Schwerpunktes nennen 
wir die Axo des Balkens und die sich bewegende Figur die Quer- 
schnittsfläche oder kurz den < Schnitt > des Balkens. 
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Die Axe braucht nicht notwendig eine gerade Linie va sein ; 
doch sind scharfe Krütnmiingun und Ecken im AUgomeinen aui- 
geschlosaeu, aa dass zwei benaclibarte Schnitte iioch rIü psniHel 
angesehen werden können. Ebenso braucht die Figur nicht, onstant 
zu sein; doch wird vorausgesetzt, dass sie sich im VerhäUnis zu 
ihrer Ausdehnung nicht wesentlich ändere, ao dass jedem Eiemenle 
des einen rjchnittes ein annähernd gleich grosses und gleich ge~ 
legcneg des benachbarten Scb&ittea zugewiesen werden kann. Ferner 
wird angenommen, dass die Länge dfr Aie in der Regel mindestens 
drei- bis nermal so gross sei als die grOsste Uimenaion des Schnittes 
und dass der erzeugeude Schnitt denselben kCrperlicben Kaum nicht 
wiederholt beschreibe. 

Die Bestiminang des Balkens besteht darin. Kräfte zu über- 
tragen. Der über eineu Bach gelegte Balken zum Beispiel über- 
tragt die Last eines auf ihm stehenden Wagens auf die an den 
Ufern gelegenen Stützpunkte oder Widerlager. Man kann dos Ge- 
wicht des Wagens in zwei Seitenkräfle zerlegen, die durch die 
Widerlager gehen und dort durch die Gegendrücke dieser letzteren 
aufgehoben worden, so dass diese Gegendrücke oder Beactionen mit 
dem Gewichte des Wagens im Gleichgewicht stehen. Der Zu- 
sammenhang dieser drei Krifte wird durch den Balken vermittelt, 
und dabei entstehen, wie schon am Beginn des vorigen Kapiteln 
anseinandergesetzt wurde, in dem Balken sogenannte innere Spsn- 
nuDgeu. Teilt man den Balken durch einen wirkliclieD Schnitt in 
zwei Teile, so h^ren dadurch die inneren Kräfte in diesem Schnitte 
zu wirken auf; die L'ebertragung der Last auf die beiden Wider- 
lager wird gestört und jeder der beiden Balkenteile rpusst« unter 
dem KinHuss der an ihm wirkt-nden, nicht mehr im Gleichgewicht 
heÖDdlichen Kräfte iu Bewegung gemti'o. Soll der Balken in seiner 
ruhigen Luge verharren, so müssen daher nicht nur die sämtlichen 
äosseren Krftlte sich das Gleichgew iiht halten , sondern es müssen 
anch in jedem Querschnitte innere Krätle wirksam sein, die sowohl 
mit den links, als auch mit den rechts vom Schnitte angreifenden 
äusseren Kräften im Gleichgewicht stehen. 

Aus dieser Ueberlegung folgt, dass die Mittelkraft der ausser- 
halb eines Querschnitte« angreifenden äusseren Kräfte stets gleich 
and entgegengesetzt den in die^ni -Schnitte wirkenden inneren 
Kt&fteo sein muss; den Znüammenhang der äusseren und inneren 
Kräfte, die Verteilung der genannten Mittelkraft über den Qner- 





schnitt zu iiateräudioD, ist der Zweuk dieses zweiten Kapitels. 
Wir bescbränkeo nna hierbei darauf, die Grösse dieser itmeren Kräfte 
zu bostiminen, ohne auf die Frage einzutreten, ob diese Kräfte eu 
gross seien oder nitht, das heisst ohne zu prüfen, ob das Materiil 
sie ohne Gefahr oder Nachteil aiiszuhalten im Stande sei oder nicht. 



12, Die Verteilung der äusseren Kräfte 
Über einen Balkenquertidinitt. 

Wie auch die ausserhalb eines Balkentjuerschnittes wirkenden 
Kräfte beschaffen sein mögen, so lassen sie sich bekanntlich stete 
fiberfiihren in eine durch den Schwerpunkt S des Querschnitts 
gehende endliche Kraft nnd eine unendlich kleine, in der unendlich 
fernen Ebene wirkende Kraft, ein Kräftepaar. Wir zerlegen nun 
(Figur 16) die eratere Kraft in eine zum Quer- 
"' ^' schnitt normal« Oomponente P und eine im 

Querechnitt liegende Kraft Q. Ebenso aer- 
legen wir die unendlich ferne Kraft in zwd 
unendlich foiue Kräfte oder r.wei Kräftepaare, 
von denen das erstere in einer zum Querschnitt 
senkrechten Ebene liegt, also um eine im 
Querschnitt liegende Gerade Sin dreht, wäh- 
rend das andere in der Querschnittsebone wirkt, 
somit die Balkenaxe zur Drehaxo hat; das 
Moment des erstereu Kräftepaares neouen wir 
^f, dasjenige des zweiten M,. 
'eiche man auf diese Weise erhält, hean- 
sprucben den Quei-schuitt anf vier deutlich zu unterschpidende Arten: 
Die Kraft P wirkt anf Zug oder, wenn sie die entgegengesetzt* 
Richtung besitzt, auf Druck, die Kraft Q auf Abscheren, das M»H 
ment M auf Biegung und das Moment Mi auf Abdrehen (Torsion). 
In der Praxis kommen diese vier Kräfte teils einzeln, teils «a 
zweien oder dreien vereinigt vor; selten finden sie eich sfimtUlA 
beisammen. Speziell in den Bcuconstmctionen fehlt in der Regel 
die auf Torsion wirkende unendlich ferne Kraft, die einzige, welche 
die Balkenaie (beziehungsweise die an dieselbe in .S gelegte Tan- 
gente) nicht schneidet. Dagegen spielt das Torsionsmoment im 
Maschinenbau eine wesentliche Rolle. 




Die viel Kräfte , 
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Da die Kraft P und das Kräftepaar M io der nSnilicben Ebene 
iliegen, so kCnneu sie zu einer Kraft vereinigt werden; man erhält 
.nn (Figur 17) eine gleich grosse und auf dem Schnitt normal 
stehende Kraft P, welche jedoch den Quer- 
Kg. 17. schnitt ausserhalb des Schwerpunktes, im 

«Angriffspunkte. A trifft. Dabei steht die 
Linie SA anf der Drehate des Momentes M 
P JA \ \ senkrecht. (In der Figur 16 hat man sich 
den Richtungspfeil von M entgegengesetzt 
zu denken.) In gleicher Weise ISsst sich die 
Kraft Q mit dem Momente Mi zu einer 
parallel versi-hobeoen , aber noch immer im 
Schnitte liegenden Kraft zusammensetzen. 
Die äusseren Krüfte erscheinen somit anf 
zwei endliche, in der Figur 17 eingezeichnete 
Kräfte übergeführt, und der Gedanke liegt nahe, diese beiden Kräfte, 
von denen die eine normale, die andere transversale Spannungen im 
Qiiei-schnitt hervorruft, vollständig getrennt und voneinander un- 
abhängig KU behandeln. Wir werden dieses in der Folge thun, 
bemerken indes.'<en schon jetzt, dass wir, um den EinHuss der Trans- 
versal- oder Querkraft Q zu bestimmen, genötigt sein werden, sie 
wieder in ihre beiden Bestandteile zu zerlegen. 

Die als bekannt vorausgesetzten äusseren Kräfte lassen sich auf 
die verschiedenartigste Weise über einen Balkenquerschnitt verteilen, 
und unsere Aufgabe wäre unbestimmt, wenn diese Verteilung nicht 
durch mehr oder weniger richtige Voraussetzungen beschränkt würde. 
Die erste dieser Voraussetzungen ist die, dass der Balken nur 
Bo schwach belastet weide, dass seine elastischen Formündenmgen, 
selbst bei einer grösseren Länge des Balkens, dieser Längenaus- 
dehnung gegenüber vernschlüssigt werden können. Wurde eine 
Brücke unter dem darüber weg gehenden oder fahrenden Publikum 
rieh stark biegen und schwanken, so würde dieses nicht allein ge- 
ängstigt weiden, sondern es könnten auch durch die in Schwanbmg 
geratenen Massen lebendige Kräfte erzeugt werden, auf die man 
aiobt gerechnet hatte, nnd durch welche der Bestand des Bauwerks 
gefährdet werden könnte. Es muss daher sohon die Möglichkeit solcher 
Schwankungen oder Vibrationen von vornherein vermieden werden. 
Ebenso vernachlässigen wir die Formänderungen im Quer- 
schnitte selbst und nehmen an, dass einschnitt, der vor der 
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Beanspmcliung eben war, es auch nacb derselben ist 
Dies hindert uss jedoch nicht, mit den kleinen FormäDderungen n 
rechnen und unter anderem die Lini« zu bestimmen, in welcher gick 
zwei ursprflnglich parallele Schnitte schneiden, oder auch diejenip 
Linie, um welche der eine Sl^chiiitt gegenüber dem andern 
Drehnng voUfBhrt. 

Die zweite Hypothese besteht darin, dasa wir Annehmen, ^ 
zur Axe des Uallcens parallelen Spauuungcn bewirken proporti 
LängenänderuDgeii Jer beLreffenden KfirperPlemente , mit anf 
Worten, dieÄenderungen iu derEntlernung zwei er b( 
nachbarter Schnitte seien lür je zwei entsprecheodt 
Punkte der 5rtlichpii Spannung proportional. 

liiese Annahme ist, wie Experimente gezeigt hal>en, für einige 
Baumaterialien, namentlich für Walzeisen und Stahl voUkoniineii 
zulELssig; für andere tritTt sie nur annähernd zu. Bei erstereo gilt 
sie freilich auch nur inmrhalb der Elasticitätsgrenze {■vgl. Seite 1): 
da jedoch bei imseren Bauconstructionen mit wenig Ausnahmen 
bleibende Formänderungen ausgeschlossen sind, das heisst die in der 
Praxis vorkommenden Spannungen sich stets innerhalb der Ela^tid- 
tätsgrenze bewegen, so sind wir berechtigt, obige Annahme unseren 
nachfolgenden Untersuchungen zu Grunde zu legen. Uebrigens soll 
später (Nr, 29) au einein Beispiele gezeigt werden, wie sicli di( 
Verhältnisse bei Üebersch reitung dieser Grenze gestalten. 

Aus der Vereinigung unserer beiden Annahmen folgt sofort, 
dass in jedem Querschnitte die zur Axe parallelen 
Spannungen proportional ihrer Entternnng von einer 
geraden Linie zunehmen. Denn wenn zwei benachbarte Qaer- 
schnitte vor und nach der Beaiisjiruehung, das heisst vor und iiach 
der elastischen Formändwung des Batkens eben sein solli 
der gegenseitige Abstand je zweier entsprechender Punkte sicbpiv- 
jKTtional ihrer Entfernung von einer geraden Linie ändern 
dies die Linie, um welch'« sich der eine Schnitt ein wenig dr«Ui 
während der andere festgehalten wird. Wenn aber die SpannnogM 
sich zueinander verhalten wie die Aenderungen dieser Abstände, 
sind sip ebenfalls den Entfernungen der betreffenden Körperelemeii'' 
von dieser Linie proportional. 

Diese Linie, welche in jedem Querschnitte eine bestimmte Ui'^ 
einnimmt, nennt man die neutrale Axe des Schnittes; bei l''' 
weguag des letzteren beschreibt sie eine Kegelfiäche. die neutrale 
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Schichte des Balkens. Da die parallel zar Balkenwe gerichtete 
SpannoDg in ein und deoiäelben Querscbnittc proportional der Ent- 
fernung von der neutralen Aie zunimmt, so folgt, dass eie zu beiden 
Seiten der neutralen Aie Terscbiedenes Zeichen hat und in dieser 
Aie selbst gleicli uuM ist. 

Die beiden angi'fiilirteu Voraasüetxungen genügen, um die 
inneren f^panunugen eindeutig zn bestimmen, so lange die ansf^r- 
lialb eines Querschnittes angi-eifenden Kräfte sich derart zasammen- 
Mtzen lassen , dass ihre Mittelkraft, beziehungäweise ihre Mittel- 
kräfte mit der in diesem Schnitte an die Balkenaie gelegten Tan- 
gente in einer Ebene liegen, mit anderen Worten so lange dip 
Mittelkräfte diose Tangente schneiden. Wie schon oben bemerkt 
wnrde, wird diese Be<lingung nur mu den drei ersten der in der 
Figar Di eingezeichneten Kräfte, das heisst von P, Q und M erfnllt ; 
um den Einfluss de.<4 TorEionsmomentes Mi za ermitteln, milsseu 
wir noch iveitoie Annahmen ^u H&lfe nehmen, woröber die Num- 
inem IG und 17 näheren Anfscfalnss erteilen. 

Die unseren Ableitungen zn Grunde liegenden Hypothesen 

kennen freilich nur als Annäherungen an die Wirklichkeit betrachtet 

werden und die nachfolgenden Ke^ultat« dürfen keinen Anspruch 

auf absolute Kichtigkeit machen. Will man die vorliegende Auf- 

gBl>e mit voller Schärfe durchtiihren, so mnss man an die elaati- 

echen Forroäniieningen unendlich kl^iiner Kiirperelemente anknüpfen 

und der Forderung genügen, dass sowohl die auf diese Elemente 

wirkenden inneren Kräfte unter sich im Gleichgewicht, als auch 

die Fonnäpderungen der Klemente unter sich im Einklang stehen. 

Dieee tlehandlun^weise der Fe^gkeittlehre ist zwar ron Saint- 

Venant and Andern wesentlich gefordert worden, bietet jedoch 

lanäcbst mehr wisaenschaflliches Interesse, and so lange es nicht 

gelingt, die Früchte diewr Studien in fasilicberer, knapper Form 

Tonnföhren, wird der Techniker ts vorziehen, zu mehr oder weniger 

unsicheren Vorausaetzungen seine ZuSacht zu nehmen. Ueberdies 

berechtigen die Ergetmisse dieser Stadien za der Annahme, dass 

die auf Grand obiger Hypothesen aufgebaut« Tlieorie der innereo 

Si^moungen. welche in ibrea wichtigsten Teilen von Kavier ber- 

itiiTt, nicht wesentlieb von der Wirklichkeit abweicht, so dass sie, 

iiamentlich aogeaicfats der ungleichen Beschaffenheit des in der Bao- 

l^cbaik zur Verwendung gelangenden Materials, aU för tecbnbcbe 

Zwecke vollkommen genügend beieieimrt werden dirf. 




13. Die normalen Spannungen im Querschnitte. 

Wir gehen nun darauf Sber, die Spaonungen zu bestimmra, 
welche die im Punkte A (Fig. 17) angreifende Nonnalkraft P im 
Querschnitte des Balkens herTorn^. 

Da diese .Spannungen, wie in der Torigeo. Nummer erklbt 
worden ist, ihrer Entfernung ron einer geraden Linie proportionil 
wachsen , 30 gehören sie zu denjenigen Er&ften , welche schon im 
ersten Baude von Culmanns «Graphischer Statik**) im Anschlns 
an das Trägheitsmoment besprochen worden sind. Was dort (S. 417) 
von einem System paralleler, an einem ebenen Querschnitte wirkender 
Krfttte gesagt ist, deren Intensität ihrer Entfernung von ehicr 
neutralen Aie proportional ist, gilt ohne weiteres auch von dtm 
durch P bewirkten Normalspann ungeu. Der Wichtigkeit des Gegw- 
standes entsprechend , sollen jedoch jene Ergebnisse hier oochmals 
abgeleitet und durch einige weitere ergänüt werden. 

Der in Uutersuchung stehende Querschnitt habe die in der 
Figur 18 dargestellte Form: S sei sein Schwerpunkt, ^1 der Ad- 
griffspunkt der Kraft P und SN die neutrale Aie. Da die Kraft t 
nach früher als Mittelkraft einer gleich grossen, im Schwerpunkt 
angreifenden Kraft und eines Kr&ftepaam 
vom Momente M anzusehen ist, so ergibt 
sich die einEacbe Beziehung : 



Fig. 18. 




M : 



P.AS = P.p. 



Da die spezifische Spannung der*Entfernnng 
von NN proportional zunimmt, so erreicht 
sie ihre abaolut grOsstän Werte in denjenigen 
beiden (in der Figur besonders hervorge- 
hobenen) Punkten , welche am weitesten 
von NN abstehen. 

Wir legen nun durch S ein schiefwink- 
liges Coordisatensfstem und iwar so, diB 
die i/-Axe durch A geht und die x-Axe 
parallel zur Linie NN li.aü. Bezeichnet man sodann die Ckwrdi&ahn 
eines beliebigen Fl&chenelementes .^ ^ mit z und y, sowie die 0^ 
dinate der neutralen Axe mit », so ist gemäss unserer Annahme 

•j Verlag von Meyer & Zeller. Zarich, 1875. 
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tnes eben bleibenden Schnittes die in jF herrschende spezifische 
I Spannung dem Werte y -H » proportional. ' Bezeichnet man noch 
die Ordinate des obersten, von der neutralen Axe am weitesttrn ab- 
stehenden Punktes mit e und die in diesem Punkte wirkende Span- 
nung, das ist die grösste aller vorliandenen Zugspannungen, mit tf, 
so verhält sich offenbar die im Flächenelemente j F herrschende 
Spannung zu tf wie y + n zu e + n; eratere ist daher gleich 

ff ■ ^^-- 

tMiiltiplicirt man dieaen Wert mit j F, so erhüU man die ganze 
fiaa Element beanspruchende Kraft. Da nun nach fniher die Kraft P 
Ldiese inneren Spannungen hervorruft und die Mittelkraft derselben 
Est, so erhalten wir sofort die Gleichung 

P^ Sa. 7^^ ■ ^ t' 

ider, da 0, e und h constante, von der Lage des Elementes un- 
ifaängige Werte sind. 



^S(^^„)jF = 



-{2 !f.jF-i-n2jF). 



^Die erste der in der Klammer vorkommenden Summen ist aber 
gleich null, da sie das atatische Moment der ganzen Fläche, be- 
zogen auf eine Schwerpunktsaie darstellt; nennt man dann noch 
p den Flächeninhalt der ganzen Figur F. so wird die Normalkraft 

Hnnd 
P«ein 



Innd die grßsste Zugspannung 



(1) 



(2) 



Fährt man an Stelle von a die Spannung a' ein. welche in 
lern unteren der beiden i-ntfern testen Punkte herrscht, dessen Ordi- 
' fiate, absolut genommen, gleich e' ist, so erhält man die kleinste 
aller Spannungen ^ 



Wenn die neutrale Aie den Querschnitt schneidet, 
Figur 18 angenommen ist, so ist e' grösser als h, 
[negativ, bezeichnet somit eine Druckspannung. 




wie es in der 
und ö' wird 

1 
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Die Spannung in einem beliebigen Punkte mit der Ordinate y 

AM 1 AS 

erhält man, wenn man 6 mit ^— mnltiplicirt. Speziell im 

Schwerpunkt herrscht daher (y = 0) die Spannung 

<^. = y- (4) 

Die Spannung, welche der Querschnitt im Schwerpunkt erfährt, ist 
demna<)h von der Lage der neutralen Axe unabhängig und stets so 
gross, als ob die Kraft Püber den ganzen Querschnitt gleichförmig 
verteilt wäre. 

Wenn aber P die Mittelkraft aller inneren Normalspannungen 
ist, so muss auch das statische Moment von P der Summe der 
statischen Momente sCLmtl icher Spannungen gleich sein. 

Beziehen wir die Momente zunächst auf die j;-Axe, wobei wir 
sämtliche Hebelarme parallel zur y-Axe messen, so folgt 

M ^ P.p^ 2 6.^-=tJL . jF.y 
oder mit Rücksicht auf die ünveränderlichkeit von ö^ e und n 
M =. P.p - ^^—:^(f + ny)jF 

^ ^{Sy^.jF+nS jf.jF). 



e-+- n 

Das zweite Olied in der Klammer verschwindet wie vorhin; d»^ 
erste dagegen ist nichts anderes als das Trägheitsmoment der Figut, 
bezogen auf die x-Axe; setzt man 

so wird 

M=. P.p r= .1^. (5) 

In diesem Ausdrucke sind die Längen p, e und n streng g^ 
nommen parallel zu A S zu messen ; dasselbe gilt von den y bei d0^ 
Berechnung von J, Es macht jedoch offenbar keinen ünterschi«^ 
wenn man diese sämtlichen Werte senkrecht zur x-Axe miss** 

Bezieht man zweitens die statischen Momente der Kraft P iH^^ 
der ihr entsprechenden inneren Spannungen auf die y-Axe, ^ 
ergibt sich 

P ,0 = :^'(j.l4^- . jF. X 

«r + n 



r« 
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der vorigen üeberlegungen 



m 



Der hier auftretende Summenauadruck heisst CeDtrifugalmoineiit 
der Queracbnittäfigur: du im All^erDeineD ff niclit null and e + n 
nicht nnendlieh gross iat, so musK das Ceutrifugalmoment ver- 
schwinden; das geschiebt aber nur dann, wenn die angenommenen 
Coordinatenaien conjugirte Durchmesser der Ceiitral- 

itllipse der Figur sind. (Vg). Culmanns Graph. Statik, S. 401.) 
} Ana den GleichnngeQ (1) und (5) folgt ferner durch Division 

oder, wenn man den in der ly-Axe liegeodea Halbmesser der Central- 

eUipse mit i bezeichnet und das Tiägheitanioinen': J durch F . i* 

ersetzt, p.- » =-■ i'. (7) 

I Auf der r/-Axe bilden luernüch der Punkt A und der ächnittpnnkt 

Ivon NK eine Involution, in welcher S den Mittelpunkt und 
a» EllipseopuDktn ein Paar entsprechender Punkte darstellen. 
Kimmt man noch binin, dass die Coordinatenaieu conjugirte Durch- 
I mesiseT der Ellipse bilden, sofol^tder interessante und niitzHcheSatz: 
Die neutrale Aio ist die A ntipolare desAngriffs- 
pnnlites hinsichtlich der CentraleUipse des Quer- 
scbnittes. — 

In manchen Fällen ist es wünsichenswert, sofort m wissM, 
oll die Kraft f nur gleichartige S|iannungen od"r sowohl Zug- a)a 
Druckspannungen erzeugt, mtt anderen AVoften. ob die neutrale Axe 
»HSserhalb des Querschnittes Hegt oder dL-nsclhen schneidet. 

Cm diese Frage zu beantworten, laast man die neutrale Axe 
^Tangente die Qnerschnittsßgur umfahren, jedoch so, dass sie 
diese Figur niemals schneidet; dann l«.'8cbreibt ihr Antipol eine 
^iilos.'«eiie Figur, welcher man den Namen « Centralkern > 
Ergeben bat. In der Figur 18 ist dieser Kern eingezeichnet and 
I äciiraffirt. So lauge nun die Kraft J' den Querächuitt innerhalb 
d«3 Kernes triJTt, li^t die neutrale Axe ausserhalb des Querschnittes 
^i die Kraft rnft ausschliesslich Zug-, oder, wenn sie gegen den 
^hnitt gerichtet ist, lauter Druck» pannungeu hervor. Liegt der 
Atgril&punkt von P dagegen ausserhalb des Kernes, so entstehen 
'teta Spannungen i'erecliieJeneu Ziiichens. 
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Jedem Punkt« des K«niuiiifanges entspricht als Äiitipolsre eine 
Taogßnte der Scliuittfigur ; apeziell eotspricht dem auf der y-Äie 
liegenden Punkte K mit der Ordinate k eine zur r-Äie parallele 
Tangente; es ist diejenige, welche durch den entferntesten PiinU 
des Querschnittes gelit und somit die Ordinate e hat. Da nun die 
Gleichung (7) von jedem Punkte und seiner Antipolaren gilt, so 
folgt, dass 

k . e = t^ (8) 

ist. Diese Gleichung ermöglicht es, fär jede gegebeue Tangenl« 
die Eutfemung des entsprechenden Kernpunktes voqi Schwerpunkt«, 
den sogenannten «Kernradius» Ic zu bei'echnen, was bei einfachen 
Figuren in der Hegel bequemer ist als die graphische Construction. 

Wie übrigens der Centvalkern für einfache Figuren berechnet 
und für complicirtere gezeichnet wird, ist schon im ersten Banän 
von Culmarins .Graphischer Statik. (2. Aufl., S. 438 — 488) an 
Terscliiedenen Beispielen gezeigt worden. 

Mit Hülfe des Kernes kann aber auch die grösste im Quer- 
schnitt herrschende Spannung leicht gefunden werden. Multiplicirt 
man in der Gleichung (2) Zähler und Nenner des in der Klammer 
stehenden Brnchps mit p und berücksichtigt, dass nach (7) und |S) 

p . » = i^ = k .e 
ist, so bekommt man 

..|(,,|).£(-^, „I 

Der Zähler dieses Bruches ist (Fig. 18) nichts anderes als da» 
statische Moment der Kraft F hinsichtlich des auf der Linie ä3 
liegenden Kernpunktes K; wir nennen es in Zukunft das «Kern-- 
moment> der Kraft P. Der Nenner dagegen ist (wegen Fk« 

= Fl- — J) identisch mit dem Qtiotienteu --; er wird gewöhnlich 

das «Widerstandsmoment» des Querschnittes genannt 
and mit H' bezeichnet. Obige Formel lautet dann in gedrängtec 
Fassung: 

Die grjjsste Spannung ist gleich demKerninoineu 
dividirt durch das Widerstandsmoment 

Will man hiemach die grösste in einem Querschnitte Tor-^ 
komiueiide Spannung finden, so vei binde man den ÄngriffspHnkt fl 
der Kraft Pmit dem Schwerpunkte ö' und bestimme den Punkt 
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in welcliem diese Verbindongslinie den Keraumirnng jenseits des 
Miwerpunktes schneidet. Dann ist P . AK das Kernmoment, 
F . 8K das Widerstandsmoment und die gesuchte Spannung gleich 

P. AK 

y' ^y . Dabei herrscht die so berechnete grdsste Spannung stets 

in demjenigen Querschnittspunkte, welcher auf der Seite des An- 
griffspunktes am weitesten von dem %n A8 eonjngirten Dureh- 
messer absteht. 

Will man auch die kleinste Spannung kennea, welche am ent- 
gegengesetzten Ende des Querschnittes auftritt, so findet man zu- 
niehst aus der Gleichung (3) wie oben 

Pjk'-'P) 

FIC ^ ' 

und ersieht hieraus, dass jetzt an Stelle des unterhalb S liegenden 
S«nipunktes K der oberhalb liegende K' massgebend ist. 

Man beachte, dass dem obersten Punkte des Qoer^hoitts stetj» 
der untere Kernpunkt, dem untersten Funkte der obere Kernpunkt 
eot^richt. 

Sollte das Vorzeichen der gefundenen Spai^nungen zweifelbafl 
Md, so beachte man feiner, daas die beiden Grenzspatnungeo ö 
uiKi 0' gleiches oder ungleich» Zei<^ben haben, je nachdem die 
Kraft innerhalb oder ani&erhalb des CeLtnlkems angreift, und da«^ 
die dem Angriflspoiikle zagewäod^er Srrite des Qc^r^hoitu** Zug 
oder Druck erfikrt. ja nachdem P ytlbti eiüie Zog- oder Dni':k' 
kraft ist. — 

Deckt sich der Angrif^wsti i^r K;ift P mit i^nTL .vr;«^r« 
punkte, dns ho£t wiid der EA^^Uhl p cid dan-.i: 4jl\ MjmkhX M 
gleich nnU. s> &IU die nenarak Ai* ii:» Ci^-.lIkU. J>i ;i o;*r»#^^.r. 
Falle alle Fläcbenefeflsente T«i der z.^.'^'.z^.r:, Ai* g,*^\/.^:. A>u-.'f 
k»boi, so efffüucs SK cimtlkh di^ ?>x--r -^-aIi^-iz: c.^ h'-.f: l' 
verteilt sich ^laM^n^ ster 4*^ V'^ "-::!:.•.: Ir-r •jtV'^ CAt^: 
Spannung fiDdet eA watA itr. *T.*:y:'t':Li 2- M: ä = x 

tf = — - ' j . 

Je Bachdem die Eiaft /* "»-wl (i*!«^,!---^^ v^r •.>- i*-/>*i ^a^ 
^kei gurkktiBt isa. kai«A w}r ^ ait Zr;/- » <" < L'r-.coii.ii.nr.ix 
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dann eintritt, wenn die Kraft P aicb auf eine nnendlicb klein«, 
unendlicli ferne Kraft , das beisst atif ein Erftftepaar reducirt , h 
geht die neutrale Axe durch den Schwerpunkt und ist d&hei con- 
jugiit zu der Linie, ia weither die Ebene dea Ki-äftepaars den 
Querächnitt schneidet. In diesem Fall entstehen im Querschnittfl 
sowohl /ng' als auch Druckspannungen. Die grüsste Spannung 
tritt iu dem äussersten Funkte mit der Ordinate e ein und ergibt 
sich für ii = aus der Oieicbung (5) 

-^- a^ 

Wir sagen in diesem Falle, der Querschnitt verde anf Biegung 
beansprucht. Will man die .Spanuuiig im andern der beiden ausser* 
steu Punkte kennen, so bat mau in dieser Formel e durch —i 
zu ersetzen. 

Der allgemeine Fall, in welchem der Puukt A weder in S 
noch im Unendlichen liegt, lässt sich übrigens stets als eiue Ver- 
einigung der beiden soeben besprochenen SpezialtUlIe ansehen , ond 
wenn man nicht vom Centialkfru Gebrauch machen will, so fütirt 
diese Auffassung ebenfalls rasch zum Ziele. Man denkt .sich dann 
die Kraft F wieder übergeführt iu eine gleich grosse, im Schwer- 
punkt angreifende Kraft und eine unendlich ferne Kraft (ein KräR«- 
piiar) M, be^jtinimt dou KinÖuss jeder einzelneu derselben und findet 
hierauf durch Addition den Gesamteinflus». 

Bleibt /"coustant und bewegt sieb so, ilass sein Angrifläpunkt 
einen Kreis mit dem Miltelpuukte ä beschreibt, so nimmt na>:\\ 
der Gleichung (9) tf 7.U, wenn k abnimmt und umgekehrt. Die 
gröBste im Querschnitt vorkommende Spannung wird daher ein 
Maximum, wenn der in der Richtung AS gemessene Keruradius am 
kleinsten ist. Ks lÄlgt daraus die Regel, dass ein gegebener Quer- 
schnitt am günstigsten wirkt, wenn der grüsste Keruradius in die 
Richtung .4^' lUUt. GanK dasselbe gilt, wenn die Kraft P in ein 
Krftttepaar von constantem Momente übergeht. Hiernach trigt 
beispielsweise eiu Ualken mit quadratischem Querschnitte melir, 
wenn er mit einer Seite autliegt, als wenn er auf eine Kante ge- 
legt wird. Da das Widerstandsmoment eines Querschnittes über- 
haupt dem Kernradiua k proportional ist, so lisst letzterer ebne 
weitt'res evkemicn, wie die Tragfähigkeit eines Italkens sich 4ade[ti 
der sich um si*ine l^üngsase dreht. 




14. Die transversalen Spannungen. 

um den Einfluäs zu bestiminen, welchen die Trans versalkraft Q 
(Figiir 17) anf den ßalken<iuerschnitt ausübt, hf^nute man ganz 
analog wie bei der Normalkraft vorgehen ; man könnte gleich 
wie dort annehmen, der Qnerschnitt führe, infolge der Etasticlt&t 
des Materials, gegenüber einem unendlich benachbarten Schnitte 
eine anendlich kleine Bewegung aus, und nwar würde dieses 
eine Drehbewegung um eine auf dem Schnitte normal stehende 
Äie sein. 

Verfolgt man diesen Gedanken weiter, bo gelangt man zu 
folgenden Ergebnissen. 

Es sei die iu der Figur 19 dargestellte Ellipse die Central- 
ellipse do« Querschnitts und N der Funkt, um welchen sich der 
Schnitt dreht. Dann wird die Traus- 
versabpannung eines Flächenelementes 
senkrecht zu dessen Leitstrahl aus .V 
gerichtet und (wie bei den Normalspan- 
nnngen) der Entfernung von N pro- 
portional sein. Macht man nun NS 
zxit x-Axe, bezeichnet die Entfernung 
beider Piinklo mit *i und die in .S 
herrschende Spannung mit r. . so wird 
die Spannung in der Entfernung r von N 



Fis- 19. 




gleich 



multiplicirt man diesw 



Wert mit j F und zerlegt das Produkt parallel zn den Coordinaten- 
,en, 80 erhalt man parallel zur j--Ai:e die Kraft --t, . jf und 

.rallel zur y-Axe die Kraft " t..jF. Summirt man die 

(teren Werte über den ganzen Querschnitt, so wird die Summe 
lieh null, weil n und r, con^lant bleiben und S ij . j F für alle 
irch A' gehuadcii Axen verschwindet. V\\i}. Suicmation der lel^taren 

Werte daL'egcn führt (wegen Sr.jF:^ 0) zu r, . F, 

Daraus «»rgibt sieb, dass die Kralt Q, wenn sie eine Drehung 

Um den Punkt X bewirkt, auf der Linie XS senkrecht atcht und 

gleich T, . F iut, oder in Worten: 
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Die Scherkraft ist gleich dem Fl&cheninhalt mal 
der im SchwerpHnkt herrschenden Scherspannnng. 

Stellt man sodann die statischen Momente der äusseren und 
inneren Kräfte bezüglich 8 einander gegenüber, so bekommt man 
die Beziehung 

woraus folgt 

Mi^Q.q='^2 (y* + x*) ^F. 

Der Summenausdruck ist nichts anderes als die Summe der Träg- 
heitsmomente für die x- und diey-Axe; man kann ihn auch durch 
Ss?.jF ersetzen, wenn z den Abstand des Flächenelement^s von 8 
bedeutet, und erkennt hijeraus, dass er von der Richtung der Co- 
ördinatenaxen unabhängig ist. Man nennt ihn «polares Träg- 
heitsmoment» und bezeichnet ihn mit J,. 

Sind a und 6 die beiden Halbaxen der Centralellipae, so ist 
j^ = (a* -f- 6«) F. Lässt man ferner einen rechten Winkel, dessen 
Schenkel die Centralellipse berühren, um diese herumgle itA, so 
beschreibt der Scheitel einen Kreis, dessen Radius i, *= \a^ + l? 
ist. Daraus folgt 



== JiIl. = ^*^y 



n n 

und mit Bücksicht auf die Beziehung Q =^ tg ,F 

q .n = il, 

das heisst der Drehpunkt N ist der Antipol der Kraft Q 
hinsichtlich des Kreises, welcher der Ort aller der 
Centralellipse umschriebenen rechten Winkel ist. 

Die Spannung in einem Punkte, der um r yoxi N absteht, 
wird nun gleich 

r ^Q q ^ ^t 

— r, — — = — — r— . 

n %ßp up 

Weiter ergibt sich, dass wenn Q durch den Schwerpunkt geht^ 
der Drehpunkt unendlich fern liegt, und dass wepn Q sich auf eine 
unendlich ferne Kraft (ein Torsiousmoment) reducirt, der Drehpunkt 
mit dem Schwei-punkie zusammenföllt. Im ei*steren Falle ist die 



Spannung im ganzen Querschnitt constant und gleich ^; im letzteren 
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ergibt sie sich für eioen um z vom äcbtrerpunkt entfernten Ftinkt 

.gle,ch ^ - -,-. 

So interessant niiii sach diese Resultate sind, so willkommen 
eine Bostiinmung der transversalen Spannungen wftre. die sich der- 
jenigen der normalen Spannungen vollkommen parallel stellt, so 
zeigt doch eine genauere, an die elastischen i'ormänderuDgen der 
Balkenelemente sich knüpfende Prüfung, dass obige Ergebnisse 
im Allgemeinen mit der Wirklichkeit nicht in Uebereinstimmung 
stehen; flbcrdiea stösst man, wenn man dieselben rtiit denjenigen 
der vorigen Nummer vergleicht, auf Wiiiersprüche. Nur in dem 
einen Falle, wo der Querschnitt ein Kreis ist und der Drehpunkt 
mit dessen Mittelpunkt znsaninien^llt. geben die abjjeleitcten For- 
meln richtige llesulbate; je weiter Jagegen die Qu ersehn! ttsform 
Yotn Kreise abweicht und der Dtebpunkt vom Schwerpunkte sich ent- 
fernt, desto unzuveriast^iger werden die nach obigen Voraussetzungen 
berechneten Spannungen. 

Um brauchbarere Methoden zur Berechnung der transversalen 
Spannungen zu erlangen, müssen wir daher einen andern Weg ein- 
schlagen. Wir fiibrou zu iliesein Zwecke die ausseihalb des Schwer- 
punktes ^«irkende Scherkraft (^ über in eine dazu parallele, durch 
Fdea Schwerpunkt gehende Kraft und ein KrUftepaar mit dem Mo- 
MBeDte Ml = Q .q und untersuchen diese beiden Teile gesondert. 



15. Die transTersalen Spannnngen, 

f welche von einer durch den Schwerpunkt gehenden 

Sclierkrait herrühren. 

Die im Querschnitt liegende und durch dessen Schwerpunkt 

Ir-gehende Kraft Q ruft in den einzelnen FUchenelenienten trans- 

|-Tersale Spannungen hervor, welche im Allgemeinen nicht parallel 

Iknr Scherkraft laufen, sondern deren Richtungen, wie später gezeigt 

Pwird, mehr oder weniger von derjenigen der Kraft Q abweichen, 

"Wir zerlegen deshalb diese Spannungen zunächst in je zwei Com- 

ponentcu, von denen die eine parallel mit Q, die andere parallel 

init dem zu Q conjugirten Durchmesser der Centralellipse läuft. 

terstere werde mit »', die letztere mit t" bezeichnet. 
Um sodann die parallel zu Q gerichteten Spannungen zu be- 
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stimmen, schlagen wir eiaeo Umweg ein. indem wir vorerst die- 
jenigen SchubspaDnon^«! «rmitteln, «elcbe, ebenfalls eine Folge 
von Q, in sogenannten Läng^^hmtten . das heisst in parallel zur 
Balkenaze gerichteten Schnitten wirken, 

Zq diesem Zwecke legen wir (Figor 20) in unendlich kleiner 
Entfernung jr Tom Qner«hnit» einen xweiteu Schnitt, welcher, 
da sich die QnenlimeDsioDen des Balkens nath nnserer Voraus- 
settung nnr nawesentlich ändern , als gleich 
gn>3ä wie der en^e angesehen werden darf. Da 
wegen der Kleinhdt von jx auch uur unend- 
licb kleine äa«$ere Kiäfle au der diiri^h die 
beiden Schnitte Wgrenzten Scheibe angreifen 
k&nnen. so bildet Q auch für den zweiten Schnitt 
die äussere Kraft. In diesem erzeugt sie aber 
ausser transversalen auch noch normale Span- 
nungen ; denn mau kann die durch den Schwet- 
piiukt S gehende Kraft in eine gleich grosse 
und parallele, durch den Schwerpunkt S" des 
zweiten Schnitten gebende Kraft und ein Kräfte- 
paar zerlegen ; erst^re ist di«^ Mittelkraft der im zweiten Schnitt 
vorhandenen Schubspannungen , letzteres rnft duselhst Zug- und 
Druckspannungen hervor. Das Moment dieses Kräftepaars ist gleich 
Q.jx, und da es in einer auf dem Querschnitt senkrechten, durch 
die Linie der Kraft Q gebenden Ebene wirkt, so erzeugt es nach 
früher normalu Spannungen, deren Intensität proportional der Ent- 
fernung von einer neutralen Aie zunimmt. Da die^e neutrale Aie 
ferner die Äntipolare des Angriffspunktes der wirkenden Kraft ist 
und letztere den Querschnitt im unendlich fernen Punkte dei' Kraft Q 
trifft, so iällt die neutrale Aie mit dem zu Q conjugirten Durch- 
mef.'Wr der Centralcllipse zusammen. 

In der Figur 20 ist diese Linie eingezeichnet und mit N' X' 
beaeichnet worden. Oberhalb derselben entstehen Zug-, unterhalb 
derselben Druckspannungen. Die Spannung im äussersten Punkta 
des Querschnitts wird nach Gleichung (I2j 

J J 

und in irgend einem anderen Punkte, dessen Ordinate y ist, gleich 
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NuD legen wir panillel zur BalkenaiA und zar Oraden ü' N' 
eineo Sdinitt, der die Scheibe tod der Dicte jz io dem scbmsJen 
fieclitecke A B ß'A' scbneidet, und iieacliten, daes auf das BaJken- 
stüek oberhalb dieses Schnittes nur auf der hintert^n Seite normale 
Spanaungcn wirken; diesen Sp;iniiuug«D moss daher eine Kraft T 
im Gleichgewicht halten , welche in der genanuten Schnittfläche 
parallel zur Balkenase wirkt. Die Grösse dieser a»f Ab.scheren 
inrVenHen Krall findet man. indem man die auf das abgeschnittene 
Stück ctDwiikendeu Xoriual^pannungen »oinniirt; dabei ergibt sich. 
venu die Ordinate des Läogsächoittes mit y bewichnet wird, 

Mas geht im Allgemeinen nicht stark fehl, wenn man annimmt, 
dasa sich die Kraft T gleichftrniig über die FUche AB B'A' ver- 
teilt. Bezeichnet man dann die Länge A B. das bei5<it die Breite. 
welche der Querschnitt an der betreffendeu Stelle besitzt, mit z, ßo 
findet sich die in der Schnittfläche lierrBchende spexifiiKbe Spananng 

Z.JX z.J 

Die Ordinaten y eind hier sowohl bei der Berecbtiung Ton J als 
iticli bei der Bestimmung des Snmmeoausdnickes panllel mr Kraft 
9 IQ meosi^r). 

Von den im LAngenscboitt wirkeinlen Schubapannungen ist m 
Un leicht auf die im Qnerscboitt wirkenden fiberaugehen. Wir 
rwweoden zu die«em Zwecke den in der Nummer 8 (S. 26) al^«- 
Iwteteo Satz; 

Zerlegt iban üie spezifiaehen SpaoDungea, welche drei doteh 
ciiteD Punkt gelegt« SchoittebeiteB beanspruchen, parallel za den 
'rn Scbnittkant^n dieser Qmwn in je drei Seitenkrafle , so ver- 
^(cu ijich je zwei der in rerschiedmen Ebenen liegenden , aber 
(•rallel 7Hr dritten Kbene laofenden Transverialqtanumigen nmge- 
uhrt wie die Sian^e der aitAprecbcitdeD Kanten wiukel. 

L^ man nun (Fig. 21) durcb den Ponkt C, welcher sowobl 
^ Qaerscbnitt als dem Lingenacbnitt durrlf Ah angehört, aoeb 
^«fl dritten Schnitt parallel lu Q und normal zum Querschnitt 
'^ lerlegt die im Qoerwfaoitt wirkend« Schubspannung ptraibl 
^ P und za AB 'm zwei Componenten t' und r". w bilden die 
»panaiingen r und r' zwei im Sinne obigen Satzes einander zo- 






^ 
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gewiesene Werte, und es folgt, wenn a> den Winkel zwischen der 
Kraft Q und der Axe NN bedeutet, 

r Q 



T' = 



8in CO 



^ . —2y.jF. 



Auch in diesem Ausdrucke sind die Ordinaten y sowobi anter 
dem Summenzeichen als auch bei der Berechnung von J parallel 
zu Q zu messen. Misst man sie dagegen normal zur Axe NN viA 
bezeichnet sie in diesem Falle mit y', so wird das sich ergebende 



ferner 
alsdann wird 



2y'.jF=- sincü.Sif. jF; 



X' = 



z . J 



r-^y'.jF. 



(U) 



p 



Fig. 21. 



In diesem Falle kommt bei der Berechnung von r' der Winkel « 

nicht in Betracht. 

Um daher die von der Kraft Q im Querschnitt erzenjteo, 

parallel zu derselben gerichteten Transversalspannungen zu finden, 

hat man den zur Krattrichtung conjugirtea 
Durchmesser NN der Centralellipse zu b^ 
stimmen , parallel zu demselben Sehnen m 
ziehen, und für jede Sehne das statische Mo- 
ment des darüber liegenden Querschnittsteiles 
in Bezug auf die Axe NN zu berechnen; 
f/ dann ist die gesuchte Spannung in jedem 
Punkte einer dieser Sehnen gleich der Kraft 
Q mal diesem statischen Momente, dividirt 
durch die Sehnenlänge und das auf ^iV be- 
zogene. Trägheitsmoment des ganzen Qner- 
Schnittes. 
Rückt man mit der Sohne AB (Figur 21) allmälig tiefer 

hinunter, so nimmt der Siimmenausdruck ^t/.jF z\x, bis die 

Sehne nach NN gelangt; hier erreicht der Ausdruck seinen gröbsten 
Wert; dann nimrnt er wieder ab und verschwindet, wenn die Sehnft 
am untersten Punkt des Querschnitts anlangt. 

Eine noch deutlichere Vorstellung von dieser Aendenmg 
langt man, wenn man sich der graphischen Darstellung 
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Trägt man diese Strecken von einer verticalen Axe ans als 
Abscissen auf und verbindet deren Endpunkte, so erhält man eise 
Kurve, welche die Aenderung des für die Scherspannongen mass- 
gebenden statischen Momentes deutlich erkennen lässt. Auf der 
Tafel ist dieses in der Figur 1 geschehen, jedoch sind die betreffen- 
den Strecken derart proportional verkleinert worden , dass sie für 
eine gewisse Scherkraft Q sofort die Werte xhz darstellen. 

Hat der Querschnitt constante Breite (Kechteck oder Parallelo- 
gramm), so ist die Scherspannung den Abscissen dieser Kurve pro- 
portional und demzufolge für die Schwerlinie ein Maximum; noch 
mehr ist letzteres der Fall, wenn die Querschnittsbreite an dieser 
Stelle am kleinsten ist (Doppel-T-Profil). Am obersten und unterstes 
Punkte des Querschnittes ist die Spannung jederzeit gleich null. 

Unschwer lässt sich zeigen, dass die Addition der über des 
ganzen Querschnitt verteilten Scherki*äfte t*.jF auf die Kraft ^ 
führt. Mit Rücksicht auf die Constructioncn der Tafel 2 lässt sid 
nämlich schreiben 

Q.a.h 4 Q t^ 

r' = -^ j^ 2 js= ^ 2 js. 

In einem beliebigen Plächenstreifen jF=z.jy wirkt daher die 
Kraft ö yif/ « 

Nun bestimmt aber der Quotient l2 jsj : c die Neigung der Strahlen 

aus dem Pole 0^ , oder, was dasselbe ist ,' die Neigung der Seiten 
des zweiten Seilpolygons (Figur 4); multiplicirt man diese Quo- 
tienten mit jy^ so erhält man somit die horizontalen Projectiooen 
der einzelnen Seiten dieses Polygons, und wenn man diese für den 
ganzen Querschnitt summirt, so bekommt man die Strecke t Die 
Addition sämtlicher t\ jF führt also in der That auf die Kraft?- 
Analytisch lässt sich dieser Beweis ebenfalls leicht leisten. 
Ersetzt man nämlich in dem Ausdrucke 

5 r\ dF=^r\z.dy = ^.^dff^'y.dF 

das partielle Integral durch S, so findet man durch teilweise Inte- 
gration 

^dy.S=^y.S'-'^y.dS. 

Das erste Glied auf der rechten Seite verschwindet, wenn man 4'^ 
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Grenzen einsetzt ; denn sowohl für y = c als für y = <■' ist 8=0; 
das zweite Glied aber wird, da (fS= —y.dF, gleich \i^.iF, 
das heisst gleich dem Trägheii'9inometit J der ganzen Fläche. Somit 
wird, wie erwartet, 

\-t-.dF =^ Q. 

Da die Krafl Q die Mittelkraft aller im Qaerschnitt herrschen- 
den Schabspannungen ist, andrerseits aber, wie soeben gezeigt wurde, 
gleich der Summe aller Spannungen t' ist, so folgt, daas die qiier- 
laufenrlen Spannungen t" sich untercinajider selbst im Gleichgewicht 
halten. 

Die Richtnng der Spannung r' ist stets mit derjenigen von Q 
identisch und kann daher nicht verwechselt werden. Im Längs- 
schnitt läuft die Spannung für ein gewisses Körper- 
element jener entgegen; für zwei sich kreuzende 
Schnitte haben die Spannungen stets die neben- 
stehend gezeichneten Pfeilrichtungen , beziehungs- 
weise hei nach oben gerichteter Trans versalkraft die 
entgegengesetzten. 

Da in der Formel (14) der Ausdruck 2iy'.jF vom dritten 

und J' vom vierten Grade ist, so stellt der Quotient J' -. 2 y'.äF 

eine Länge dar; nennen wir diese A^. so wird die SchubspannuDg 
im Abstände i/' von A'j\' 

9 



^^ 




Um lins von der Strecke h^ eine deut- 
lichere Vorstellung zu machen, denken wir 
uns (Figur 22) in jedem der beiden durch 
die Sehne A li getrennten Querschnittateile 
Ijy die Centralellipse gezeichnet und bezüglich 
derselben die Antipole P« und P„ der Axe 
NN bestimmt. Die Entfernungen dieser 
Antipole von XN seien ^, und A„. Nun ist 
nach der Theorie der Centralellipse das Träg- 
heitsmoment einer Figur bezüglich einer Are 
gleich deren Inhalt, multiplicirt mit dem 
Abätand ihres Schwerpunktes und mit dem 
Abstand des AntipMs, oder, was dasselb- 



J 



bedeutet, gleich dem atatischen Momente der Figur mal der Ent- 
femunt; des Antipols; die statischen Momente der beiden Teile des 
Querschnittes sind aber entgegengesetzt gleich; folglich wird 



.7' -- 



\:s,/.jF\[h,-^K 



und hiernach 



-Ah. 



Demnach lässt sich der Satz aufstellen: Um für einen Punkt 
dos Querscbnittes die znr Querkraft parallele Componente der trans- 
versalen Spannung zu finden, lege man durch diesen Punkt die lar 
Kraftrichtung conjugirte Sehne und bestimme die beiden Anti- 
pole der zur Kraftrichtnng conjugirten Schwerlinie hinsichtlich der 
Centralellipsen der durch die Sehne getrennten Querschnittfiteile; 
dann ist die gesuchte Spannung gleich der Querkraft dividirt dorcli 
das Produkt aus der Länge der Sehne und dem zu dieser senk- 
rechten Abstand der beiden Autiirale. Man kann auch sagen: 
Q verteilt sich über ein Rechteck, von welchem zwei Seiten gleich 
und paiiillel der Sehne sind und durch die beiden Antipolo gehen. 
(Vgl. Fig. 22.) 

Es liegt in der Natur der Sache, dasa die Strecken A, und h, 
ihre kleinsten Werte en'eichen , wenn die Sehne A B durch öen 
Schwerpunkt geht; in diesem Fall wird daher, wie schon oben 
bemerkt wurde, r',3 ein Maxinunn. Je weiter sich -4 £ auf- oder 
abwärts von der Äie JVjV entfernt, desto weiter entfernen sich auck 
die beiden Antipole; die Grtisse t' .z nimmt also fortwährend >l> 
und verschwindet gänzlich, wenn AB an den Rand des Querschnitts 
gelangt, weil dann der eine Antipol im ÜDendlichen liegt. 

Bei Doppel-T-ProGleu liegen die beiden Antipole, wenn AB 
durch den Schwerpunkt geht , ziemlich nahe an der obersten nnd 
untersten Kante und ändern ihre Lage nur wenig, wenn man .-f S 
über den Steg verschiebt. Man erhält daher fßr constantü St^g- 
dicke ziemlich genaue Resultate, wenn man sagt: Die Scher- 
spannung imSteg eines Doppel-T-Balkens ist gleich 
derScherkraft,dividirt durch dio Querschnittafläch» 
des Steges. 

Ist das Trägheitsmoment eines Querschnittes mit Hülfe m 
zwei Seilpolygonen bestimmt worden, so ist hg für eine gegeben! 
Xamellengrenze auch gleich dem verticalen Abstände der Punkte, 



der Punme, 



ilcfaem die' eBtsJ^recbende Seite des zweiten Seilpolygons die 
und letate Seite desselben schneidet. — 
Ausser den parallel in Q gerichteten Spannungen r' kommen 
:h im Allgemeinen such noch parallel tu NN laufende Span- 
nogen f vor. (Siehe Figur 21.) 

Es ist zunSchst leicht einzusehen, das; die TransTersalspanouDg 
n Bande des Querschnittes stets parallel zu diesem Bande gerichtet 
an muss; denn ist dies nicht der Fall, 80 liease sich die Spannung 
I eine zum Rande parallele und eine dam senkrechte Componente 
rriegen ; letzterer müäste dann gcmä.ss den Gesetzen, welchen die 
einem K'^rperelemente angreifenden Kräfte unterworfen sind, eine 
jUTersale Oberflächenspannung entsprechen. Solche Spannungen 
Ipten allenfalls durch Reibungskräfte er^ieugt werden; da dies 
nur ausnahmsweise der Fall ist, so kOnuen wir als Regel hin- 
Ben, dass die transversalen Spannungen an der Oberfläche stets 
ftllel zu dieser gerichtet sind. (Aehnliches gilt streng genommen 
Ton den Norraalspanniingen; doch da die in der Bichtnng der 
naxe gezogenen Oberflächenlinien meistens ganz oder doch 
wzu parallel zur Aie laufen, so darf man von einer entsprechenden 
tectur der normalen Spannungen in der Praiis Umgang nehmen.) 
Legt man nun (Figur 2^) zwei unendlich benachbarte, zu NN 
lllele Längsschnitte AB, teilt die beideu Sehnen in eine grSssere 
Anzahl gleicher Teile und verbindet die 
Teilpunkte, so erhält man ebenso viele 
kleine Trapeze, deren Trennungslinien alle 
nach dem Punkte D laufen, in welchem 
sich die in A und B an den Umfang ge- 
legten Tangenten schneiden. Da nun die 
kleinen Trapeze nach unseren bisherigen 
Betrachtungen, sowohl was die normalen 
als was die im Längsschnitt A B wirken- 
jf den Tranäversalspannungen betritTt, genau 
gleichartig beansprucht sind, so folgt, dass 
in den Treunungsflächen keine zur Balken- 
aie parallelen KrSfte eiistiren ki^nnen; 
hieraus ergibt sich weiter, dass die im Quer- 
schnitte ivirkendeu Transversalspannungen 
ch dem Punkte D hin gerichtet sind. 

Kennt man nun die Bichtung der m einer beliebigen Quer- 
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Schnittstelle witkenden Spaunung, sowie deren Componente r' parallel 
za Q, so iät auch die andere Componeute r" und damit die ganie 
SpaunuDg vollständig beatiLimt. 

Folgt man, an einer beliebigen Stelle beginnend, der Richtong 
dieser Spannung von Punkt zu Punkt, so bekommt man eine krumme 
Linie, die vom höchsten bis zum tiefsten Punkte des Querschnitt* 
verläuft und die man e^chubkurve» nennen könnte. Da von jedem 
Punkte der Sehne AB ausgegangen werden kann, so gibt es un- 
endlich viele solcher Linien und deren Gesamtheit bedeckt den 
gauzen Querschnitt. Wird dieser durch die Kraft Q in zwei sym- 
metrische Hälften geteilt, so sind alle diese Kurven unter sich afBa 
verwandt mit der Richtungsliiiie von Q als Affinitätaaie. in der 
Figur iä sind einige dieser Linien punktirt eingezeichnet worden. 



16. Torsionsspanimngeu. 

In zweiter Linie haben wir nun den Einfluss zu besprechen, 
welchen das Torsionsmoment Mt ausübt. 

Wie in der vorletzten Nummer bemerkt worden ist, geben 
unsere dort abgeleiteten Formelu nur für kreisfürmige Querscbuitta 
genaue Uesultate; für andere Figuren müssen neue Wejfe einge- 
schlagen werden. Der Änalysis ist es nun zwar gelungen, die 
Spannungen, welche ein um die Balkenaxc drehendes Kräftepaar 
erzeugt, für einige einfache Querschnittsprolile zu bestimmen. Di« 
im Querschnitte auftretenden, ausschliesslich transvei'sal gerichteten 
Spannungen werden dabei gewöhnlich parallel zu zwei Coordinaten- 
asen zerlegt und beide Componenten als zunächst unbestimmte 
Functionen der betreffenden Coordinaten ausgedrückt; auf Grund 
einfacher Gleichgewichts- und Elasticitätsgesetze, sowie auf Grund 
der Bedingung, dass die Itaudspannuugen stets parallel zur Ober- 
Bäcbe laufen müssen, ibt es sodann möglich, diese Functionen zu be- 
rechnen. Die Durcbrohi'uug dieser Aufgabe fuhrt indessen zu umfang- 
reichen Bechnungeu, sobald man sich nicht auf die allereiufachstes 
Figuren beschränkt. Diese Rechnungen wiederzugeben ist nicht 
Aufgabe eines Duehes über graphische Sta :1t Wir k'sohr&nkea 
nus darauf, aniudeuteu, dass sich auch hier, wt.; bei deu von der 
Kraft Q erzeugten Spanunngen, im Querschnitt krumme LiaieB 
liehen lasscu . welche an Jeder Slelle der Richtung der .Spannung 
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folgen. Während jedoch im ersteren Falle diese Kurven in den 
Kwei Punkten des Querschnittes, welche am weitesten von der Ax« 
NN ahatehen, sich begegnen, bilden sie hier geschloaaene Ringe, 
die sich nirgends in reellen Punkten schneiden, aondem sich con- 
centrisch um einen Punkt, den Drehmittelpunkt, herum legen und 
nach aussen bin sich mehr und mehr dem Rande anschmiegen. Die 
Intensität der längs diesen Bingen sich fortpflanzenden Spannung ist 
im Allgemeinen veränderlich; dagegen nimmt sie, wenn man einem 
durch den Mittelpunkt gelegten Radius folgt, von Kurve zu Kurve 
Besitzt die Querschnittsfigur zwei Symmetrieaxen, so fUIlt der 
rehmittelpuukt mit dem Schwerpunkte zusammen und die Kurven 
'erden ebenfalls durch diese Aien symmetrisch geteilt. 

Speziell beim Kreise werden diese Kurven, wie zu erwarten 
ät, kreisförmig; zugleich gibt unsere auf der Seite 61 stehende 
Formel in diesem Falle genaue Resultate; die Spannung wird in 

jedem eioKelnen Ringe gleich ^^-^, wenn z dessen Radius bezeichnet. 

Eine einfache Integration zeigt, dass 

wt; die GleichuDg für die Torsionaspannmig lauUt dalier auch 

r, = -~^- (15) 

Im Mittelpuntit des Kreises ist die TorsioDSspannuDg gleich 
Dnll: Dach dem Rande zu wird eie immer grosser und ttlr den 
Kreisrand selbst gleicli 

,„. = 1*. (16) 

Den Spannungen im Querschnitte entsprechen jedoch auch solche 
in Schnitten parallel zur Balkenaie; ihre Grösse lasst sich mit 
Fe des Satzes auf der Seite 26 oder auch direct mit Hülfe ein- 
fccher Gleichge Wichtsbedingungen unschwer finden. Auf Schnitt- 
S^hen senkrecht zur Richtung des Radius wirkt stetx die gleiche 
Spannung wie im Querschnitt; dreht man die Schnit.tlläche, so 
Tertingert sich die Spannung und verschwindet, wenn die Fl&ehe 
isdial gerichtet ist. 

In der elementaren Mechanik nird zuweilen die Formel (15) 
»ich auf andere als kreisförmige Querschnitte angewendet; du 




17. TereiBigng tm Sebsknft Hid TofsrnsaMnent 
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■dl n jedea Pukt* da QaenichiittM du 
BettnniBt 
mm md n«ttriiihii Wm» u jnte atdle & Mhtdknft beider 

m ectitt MM ebe Mae ^annong . dem Bichtun? 
Kure TerfolgeD kann, 
■f \amti «eh toont drei Syi l MB e «der Böscbd tos Scbobknrven 
Im QMnebiitte nntancbeiden ; die Linien des ersten Systems schnei- 
dta lieb tlmtlicb in zwei Punkten des CmiaDgs (Figur 23); die- 
janigfo de» itiveitea dnd g««hlos8>;ne Ringe, welche sich ooncentnach 
tun den Orebmittelpuakt le^eii: das dritte S.TStein entsteht durch 
Vereioi^ng der beiden ersten. 

Nan gibt es aber eine Kurve, Wti,Iche allen drei Systemen an- 
gehört, daa iat der Umfang des Qnerschnittes ; denn die Spannong 
am Rande iit unter allen Umständen parallel zu diesem gerichtet. 
Der Hion dieser Randspannung kann rerscbieden sein; unter dem 
KlflfluH einer durch den Schwerpunkt gebenden und abwärt« ge- 
richteten Kraft Q eoUtehen Spannungen in der Richtung von oben 
nacii unten ; ein Drehmoment dagegen rnft Hteta Spannungen her- 
vor, welche in einem bestimmten Sinne dem Umfange des Quer- 
achnittes folgen. Dreht das Kräftepaar Mi nach rechts, so laufen 
die von ihm erzeugten Spannungen den von ^ herrührenden auf 
dnr Unken Seite des Querschnittes entgegen. Dabei kann es Stellen 
gelMn, In welchen sich beide Kräfte aufheben, in welchen somit die 
TruciNveriiaUpnnnnng absolut null ist. Da solche Punkte den Cm- 
fanK tn Strecken zerlegen, in welchen die Raudspannung abwechselnd 
nach rechtfi und nach links dreht, so müssen sie stets zu Paaren 




Torkommen. Die Richtung der Spannung ist in diesen Punkten 
unbestimmt; man kann daher an diesen Stellen eine Kurve des 
dritten Büschels in beliebiger Richtung beginnen. Darans folgt, 
diss anendlich viele, mit andern Worten samtütho Kurven dnrch 
diese Punkte gehen. 

Die Kurven der Transversalspannnngen bilden daher im Quer- 
echnitt einen Büschel mit n Paaren von im Umfang liegenden 
Gnmdpnnkten. 

Besonder«» iiiusitiMie bieten die in 
einem kreisförmigen Querschnitte 
entstehenden Kurven. 

Dm die im Punlite x;/ vertical ab- 
wärts wirkende Spannung r' zu finden, 
berechnen wir vorerst das statische Mo- 
ment des über Ä B liegenden Segmentes 
in Bezug auf die x-Axe. Ein horizon- 
taler Streifen von der Breite z und der 
Höhe f/y hat das Moment yzdy. Da 
/ + 'A z* = r*, folglich ydtf + V.zrfj 
= ist, Bo ist dieses statische Moment 
auch gleich — '/,i*dz. Die Integration zwischen den Grenzen z 
und führt zu '/.^s'. Nach der Gleichung (14) (Seite 64) ergibt 
siiiii somit, da das Trägheitsmoment des Kreises gleich ^/tttr* ist, 

^> ^ 9^1L*£. ^ .RA 

z -J 3 ff r' 

"ragt man diese Werte von einer Verticalen aus horizontal auf, ao 
''«gen ihre Endpunkte {wegen '/«s^ = r^ — y") auf einer Parabel. 
Da sodann die horizontal gerichtete Spannung r" mit r' eine 
''orch D gehende Mittelkraft geben muss, so verhält sich 
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Die vom Drehmomente Mi=:Qq herrührende, normal 
gerichtete Spannung endlich wird, da die Ilandspanuung nach 



Formti (lii) gleich ^-—^ ist. 



5 . 1^/ = 2pgg 
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18. 



Nach da ia des vtripob Xiosisicrt Uf?atr«,elh«L Uivr^j^rbuDg^ 
rnft eine uf dem 'Qwiwihi's: «skTfiri: ^j-zjfr^"^. Krkfi Z' in df^n 
einzelnen FlächfeteaeMai «?i Siixrrue* iivriLa^k. «*iLe im Quei- 
schnitt liegeode Kraft ^ djis^z'RL iruiifiertiL^ Si^iiLnuLgen hervor. 
Den letztem entipfecBeDd tn^s^t «%:':: iii L^g^s^iLiti^i:. das heisst 
in Schnitten, weliAe parallel zi;t Bili^i^zie zr%\\T\ werdf^o. traos- 
Tersale Spannangea. od zvar «vts pauHl^I zur Axe gerichtete, auf. 
Die QröBse dieäer kiiUm bum xLan iLi«<b Xr. 8. S. 20) für ein 
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gegfibenej, zar Axc paralleles Fl&cbeDelement stets dadurcfa finden, 
dasa man die an der betreffendeo Stelle im Querschnitt wirkende 
Spannung parallel und normal lu diesem Fläclienelement zerlegt; 
die normale Seitenkraft stellt dann zugleich äie im Längsschnitt 
wirkende Spannung dar. 

Andere als die soeben aufgezählten inneren Kräfte siod uns bis 
jetzt, wenn wir von den sogenannten Oberflächen kr&fteu (s. Nr. 19) 
abschou, nicht entgegen getreten. Die Folge hierron ist. dasg 
wir die Ableitung derMaiimalftpannungen, der j^ug- 
und Druckkurven etc. als Aufgaben in der Ebene 
durchfahren können. Bildet man nämlich ein uueDdlich 
kleines Dreikant, indem man von Einern Funkte des Querscbnittea 
aus eine Parallele zur Balkenaxo, eine Tangente an die Kurve der 
Transversalspannungen und eine dritte zu beiden Linien senkrecht« 
Linie zieht, so wird die durch die beiden ersten gelegte Fläche 
weder yon normalen noch von transversalen Kräften beansprucht. 
Von den neun Kräften , welche wir am Dreikant der Figur 14 
(Seite 26) unterschieden hal)en, werden, wenn man OA als Parallele 
zur Balkenase und OB als Tangente an die Schubkiirve ansieht, 
die Kräfte S^, Tg, und 7\^ gleich null; demzufolge verschwinden 
auch 7',Q und 7\j und es bleiben nur Kräfte übrig, die parallel 
zur Ebene 0.4 B laufen. Das Sjmnnungsellipsoid des betreffenden 
Punktes besitzt daher in der zn dieser Fläche senlueehten Rich- 
tung keine Ausdehnung, sondern schrumpft zu einer Ellipse zu- 



'A'rscbneidet man nun den ganzen Balken den Schubkurven 
onihiiig in einzelne Schalen oder gebogene Scheiben, so lassen eich 
auf der Oberfläche dieser Schalen alle die Ckinstructionen durch- 
führen, die im ersten Kapitel in den Xummern 3 bis 7 besprochen 
worden sind. Wickelt man die krumme Oberfläche in eine Ebene 
auf, so lässt sich auf dieser für jeden Punkt die Grösse und Rich- 
tung der gröfjsteu und kleinsten Normalspaunung conatruiren, 
und im Anschliiss daran kann man alsdann Zug- und Drnck- 
kurvon ziehen und deren Verlauf auf die krumme Fläche zurück 
übertragen. Auf diese Weise gelingt es, cfiese Kurven in einem 
Körper zu zeichnen, ohne die verwickelten Constnjctionon der Num- 
mer 9 zu Hülfe nehmen zu müssen. Von den drpi Systemen von 
Zug- und Üruckkurven , welche im Allgemeinen in einem von 
äusseren Kräften beanspruchten Körper bestehen, gebt hier das 




» 
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loreD lind Üt beide» udMB kew«gra tkh, Schnal 
ähnlich, in leicht bestiiDinlans ejlndriKlien FUdwn. 

Aaf der Tafel 5 ist eine CoMtnctiaa dienr Art dnrcbgefahrt 
vorden. Besondere 8cb«ierigfceit«o bietet dieaelbt keineswegs; doch 
bleibt die Arbeit immer noch recht ntMifttmllifli and wBrde es DOch 
mehr seio. wenn eine andere QoerMbnittrifv gewihlt worden wäre. 
Hao wird eich daher, wena keine Tarnomkrifte Torbuidec und die 
änssercD Kräfte in einer Symmetrieebeoe de« Balkens wirke», in der 
Regel darauf beschränken, die betreßendCD CoDstmctionen in dieser 
Ebene anszulülueQ, obgleich die Spannungen in Längsschnitten, die 
anderen Schubkun'en folgeo, und besonders am Bande des Balkens 
natargemäS3 grOsser ausfallen. 

Was die CoDstractton der Zng- ond Dntckknrren im Einzelnen 
betrilTt, so ist alles Wesentliche R-bon im ersten Kapitel gesagt 
worden. Doch mag es gnt aeiu, die Ergebnisse der dortigen Unter- 
snchnngen kurz su wiederholen aod unter spezieller Berücksich- 
tigung von belasteten Balken ta ergänzen. 

Schneidet man aus einer der vorhin besprochenen cjlindriscben 
Scbateu au einem beliebigen Punkte durch eiueo Querschnitt, einen 
Längsschnitt und einen beliebig gerichteten schiefen Schnitt ein 
nnendlich kleines Element ron der Form eines dreiseitigen Prismas 
heraus (Figur 2Ö), so wirken auf die Querseite a desselben eine 
bekannte normale nnd eine bekannt« transversale Spannung, d und r ; 
■Df die Läugsseite b dagegen wirkt nur eine trantiversale Spannung r, 
die an Intensität der gongen gleich ist. Die dritte, schiefe Seite c 
wird von Kräften O' und r' beansprucht, deren Grfese wir erst be- 
stimmen müssen. Multiplicirt man nun die verschiedenen spezifi- 
schen Spannungen mit den entsprechenden Seitenlangen des Dreiecks 
und setzt sie, (wie dies in den Fignren 8 und 11, Seite 14 und 18 
geschehen ist) zusammeu, so entsteht das geschlossene Krflftepoly- 
gon BCDEFB (Fig. 26). Da hier auf die Seite b keine Normal- 
krafl wirkt, so besteht dieses Polygon nur aus fünf Kräften. Sind 
die Spannungen e und r bekannt, so kOnnen die Spannungen o' 
und r' für jede beliebige Schnittrichtung bestimmt werden. Hält 
man, am diese Richtung zu verändern, die Länge von a fest ond gibt 
der Seite b verschiedene Längen, so bleiben die Punkte BCD im 
Kräftepolygon fest nnd der' Punkt E bewogt sich auf einer Hori- 
lontalen. Die Seite i,'*' jedoch dreht sich um den festen Punkt 0; 
denn da das Dreieck DEO dem Elementendreieck ähnlich ist, so 




— 78 — 

hat DO den constanten Wert to. Da ferner OFB stets ein 
recliter Winlcel bleibt, so beschreibt der Ponkt F wahrend der Vet- 
iLnderung von b einen Kreis über dem Durchmesser B 0. Legt man 
durch B eiue Verticaie und durch D eine Horizontale und ttetrachtet 
diese Linien, die sich in U schneiden, als Coordinatenaien, so sind 
die Coordinaten von F, wieder aus Gründen der Aehnlichkeit, gleich 
a'a und T'a, und gestatinn, da n als ronstant angenommen wiirdf, 
eine bequeme üeberslcht über die Aenderung. welche ff' und r' bei 
wechselnder Schnittrichtung erfahren. 



t^:r 







Dreht man nun den zur Schnitt richtnng parallelen Strahl 0^^ 
um 0, so beschreibt der Punkt F den ganzen Kreis und seine Co — 
ordinaten n'a und r'a machen dabei folgende Wandlungen durchs 

Schneidet man das Material in der Richtung f>M, so erhält: 
man das Maximum, schneidet man es parallel N, das MinimuiOr 
von ö"; diese beiden Schnittrichtungen stehen stets aufeinander 
senkrecht und geben die Äienrichtungen der Spannungsellipse an. 
Schnitte pamllel OK und OL sodann liefern das Matimum und 
das Minimnm von r'; auch diese stehen aufeinander senkrecht und 
bilden überdies mit den beiden erstgenannten Richtungen Winkel 
von 45'*. In den Figuren 27 bis 30 sind die Schnitte nach diesen. 
vier Han{itrichtuugeu besouders heransgezeichnet worden. 

K^ geht ferner au« der Figur 26 hervor, dasa in den Schnitten.^ 
welch« auf das Maxiniuro und Minimum der Xormalspanuung führen^ 
uiemals transversale Spannungen wirken; diese Schuitte werdet* 
daher nur normal beansprucht. Die beiden andern Schnitte OH» 
und <> L dagegen , welche die grösstu Schubspannung erfahrer^ 
werden zugleich :tucb von normalen Kräften beansprucht. 

Schneidet man das Materin.1 in der Richtung OP oder Ü' 



80 TM-schwindet ff'; diese Schnitte sind daher diejenigen, welche 
nur transversal beansprucht weiden. Sie bilden ingleicli nach früher 
(Nr. 3 — 5) die Doppcl strahlen in der Involution der conjngirten 
Krftfte und Schnitte. Ferner schneidet jede Linie dureh den Pol ,/ 

der Linie PQ den Kreia in zwei Piinkted, welche mit verbnnden 

ein neues Paar involutoriacher Strahlen liefern. 



Fig. 27. 




Fig. 20. 



Da die eine Kathete des Elementendreiocks nnv transversal in 
Ansprach genommen wird, so liegt der Pnukt U stets innerhalb 
^Ba KreLses; die Construction kann daher nie derselben Art wie 
öie der Figur 10, Seite Iti, sein, sondern ist jederzeit der Art von 
Figur 11. Seite 18. Die Involution der conjugirten Schnittrichtuu- 
ffftn ist demnach stets hyperbolisch; das heisst sie besitzt reelle 
öoppelstrahlen. In unseren Balken gibt es daher an jedem Punkte 
Schnitte, die ansschliesalich Scborspannungen aiisKHhalten haben, 
Sowie solche, die bloss auf Zug, und solche, die bloss auf Druck 
beansprucht werden. Die auf Zug beanspruchten Schnitte werden 
duich die Dopjwlstrahlen von denjenigen getrennt, welche Druck 
erfahren. 

Um die Maxima und Minima der Spannungen, sowie die Rieh- 
tung^ß der genannten au3geieichnet«n Schnitte rasch zn finden, 
ffenSgt es, von einem Punkte aus V« cf und r als Kräfte in irgend 
^'^eni MasBBtabe aneinander zu reilien nnd mit deren Mittelkraft 



als KadioB einen Halbkreis zu zeichnen. Man erhält dann die 
Figur 31. Id dieser entspricht der Ausgangspunkt A dem Kreis* 
mittelpunJtte der Figur 26; die Strahlen OM und ON geben dis 
Kichtungeu der Schnitte an, auf welche die grössten Normalkrifla 
wirken, die den rechten Winkel halbirenden Strahlen die Kii:btungei], 
in denen die grCssten Schubkräfte wirken. Der Radius des Halb- 
kreises stellt die grösstc Transveraalspannung dar; er ist gleich 
Die grösste Normalspannung wird, da in der Figur äS 
ittelpunkt symmetrisch liegen, 



vv.» 

i) und U in Bezug auf den Ki 
durch DN ~~~ 



Fig. 31. 



Ve "^ + V V* °* "i~ '■*' '^^ kleinste durch D M 
7j ö — V Vt *' + '^* dargeiteltt ; beide Werte haben stets entgegen- 
gesetzten Sin«, und zwar der absolut grössere denjenigen des ge- 
gebenen ff. 

Wirkt ff auf Druck, so hat man es TOn A aus nach rechts 
hin aufzutragen; ebenso kann r, je nach der Richtung der Trans- 
versalkraft Q auf- oder abwärts gerichtet sein. 

In der praktischen Ausführung dieser Construction braucht 
der Halbkreis nicht ausgezogen zu werden ; es genügt, die Funkte 
jtf und A"" mit dem Zirkel zu markiren. Auch die Richtungen yob 
nach M und JV" braucht man bloss durch kurze Striche anzudeuten. 
Parallel zu den Linien OM und ON- 
laufen nun an jedem Punkte des Balkens 
die Zug- und Druekkurren, Hat man auf 
einer der cylindrischen Schalen, beziehungs- 
weise in dem die Kraft Q enthaltenden 
Längsschnitt für eine genügende Zahl von 
Punkten diese Richtungen bestimmt und 
aufgetragen, so lassen sich einzelne dieser 
Enrren nach dem Ängenmass einzeichnen. Wo es nßtig ist, be- 
stimmt man durch Interpolation noch weitere Richtungen. W» 
eine Zugkurve auf eine Druckknrve trifft, schneidet sie diese st«ts 
unter rechtem Winkel. Ueberdies gehen aus der Figur Sl noch. 
folgende Gesetze hervor: 

Ist an irgend einer Stelle r gleich null, so verschwindet auclb 
das Minimum von ff und die Trajectorie läuft parallel lur Balken—' 
axe. Solche Stelleu finden sich , wenn Torsionskräfle vorhandeiv 
sind, in den jeweiligen Grundpunkten; wenn das Torsionsmomenl 
fehlt, an den beiden von der neutralen Ase entferntesten Punktet 
jedes Querschnittes und überdies in sämtlichen Punkten des Maiimal — 
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mquerBchnittes. Wird an einer Stelle <s gleich nnll, so 
bilden die Enrven mit der Balkenase Winkel von 45"; dieses trifft 
stets in der neutralen Äxe und iü d^^ujenigen Querschnitten ein, 
nalcbe kein Bie^ngsmoment anäzuh^lton haben. 

unschwer lassen sich auch die Kurven ziehen, welche den 
Schnitten folgen, in denen die Hchubspannuiig ein Maiimum ist, 

I sowie diejenigen, längs »elohen ausschliesslich Schubspannungen 
virken. Erstere bilden mit den Zug- und Piuckkunen fortwährend 
Winkel von 45"; von letzteren läuft die eine Schar parallel zur 
Balkenaie, und die Kurven der andern Schar sind dadurch bestimmt, 
las» sie mit den Zug- und Druckkurven denselben Winkel ein- 
Hblieasen. wie diese mit der Richtuug der B^lkenaxe. Sind die 
Linien der grössten und kleinsten Normalspaunungen für einen 
Bftlken gezeichnet, so lassen sich daher auch die übrigen Kurven 

^Dbne weitere Vorbereitungen ziehuu. 
¥ig. 32. 
Um einen klaren begriff von der Üebertragung der Kräfte 
dnrch die Zug- und Druckkurven zu geben, haben wir das durch 
(Ue Figur 32 dargestellte Modell eines an einem Ende eingespannten 
Balkens anfertigen lassen. Die Zugkurven sind durch Blechstreifen, 
die Druckkurven durch Holzklötzchen gebildet. Die Spannung nimmt 
tD beiden Teilen nach rechts hin zu , und zwar, wie man leicht 
abersieht, dadurch, dass in jedem Knotenpunkte die kreuzende Kurve 
um einen kleinen Winkel abgelenkt wird. Setzt man zwei Balken 
Yon der Form der Figur 32 mit ihren hinteren Enden zusammen, 
so dass sich die Kräfte je zweier entsprechender Kurven aufheben, 
und kehrt man das Ganze um, so dass die gezogenen Kurven Unten, 
die gedrückten oben liegen, so erhält man das Bild eines über eine 
Oeffnung gelegten und an beiden Endpunkten gestützten Balkens. 
Ein solcher Träger hat grosse Aehnlichkeit mit einem Fachwerke 
und es dient dies zur Bestätigung der allbekannten Thatsache, dass 
Misere Fachwerkbrücken Constructionen von hoher Zweckmässig- 
keit sind. 




I 





19. Die seitlichen Oberöächenkräfte. 

In den bisherigen Betracbtungen über die Spannungen, welcba 
im Innern von belasteten Balken auftreten, ist stets nur von dem 
Einflüsse der ausserhalb dea Querschnittes wirkenden Kr&fte PmiiQ 
die Rede gewesen. Wir haben dabei eine Kl^tsse von SpannaDgen 
unberücksichtigt gelas^n, welciie stets auftritt, wenn der Balkeo 
auf Biegung in Anspruch geuommeu wird. An den Stellen näm- 
lieli, an welchen die auf den Baiben einwirkenden äusseren KrSfto 
(aufgelegte Lasten und Auflagerdrücke) dessen OberSäclie berühren. 
müssen notwendig quer zur Balkcnaie {in der Regel vertical) ge- 
richtete Spannungen entstehen, die zu den bisher abgeleiteten Span- 
nungen hinzutreten. Es sind dieses fast ohne Ausnahme Dnick- 
spaunungen ; denn wenn auch die Lasten , welche der Balken m 
tragen hat, unter Umatfinden nicht aufgelegt, sondern anfgebän^ 
werden, so kann doch der hierbei entstehende Zug' nur durch ein 
Zwischenglied auf die Balkenobertläche übergehen und wird sich u 
der Ängriffsstelle stets als Drui'k äussern. 

In zahlreichen Fällen ist der EiuÖuss dieser seitlichen Obe^ 
äftchenki'äfte geringfügig und kann ohne weiteres vemachlissigt 
werden; in anderen Fällen dagegen, besonders wenn die Lasten 
concentrirt augreifen , können diese neuen Spannungen eine guu 
beachtenswerte Grösse erreiche». 

Es ist zunü(;hst klar, dass an den Angriffsstellen der äusseren 
Kräfte Druckspannungen entstehen, deren GriSsae man findet, weun 
man diese Kräfte über die AngrilTs- oder Berührungsfläche verteilt. 
An der gegenüberliegenden Seite des Balkens wird die oberfläcblicliB 
Spannung in der Regel uull sein. Wie sich die Spannung fl»- 
zwischen ändert, soll nun naher gepmft werden. 

Wir denken uns durch den Balken zwei benachbarte QM^ 
schnitt« gelegt, welche eine Scheibe von der Dicke jx heraus- 
schneiden. (Vgl. Figur 20, Seite 62.) üeber diesem Element« 
ruhe die Last jL = p . jx, worin/» die auf die Läugeneiobeit 
der Balkeuaie bezogene Belastung bedeutet. Legt man nun vi* 
früher durch dieses Balkenelement einen zur Balkenaxe parallelen 
Schnitt ÄßB'A' derart, dass im Querschnitte AB der Eicbtnn? 
von Q coujuglrfc ist, so findet man die auf diese Schnittfläche wir- 
V-.nAi Druckkraft, indem man die auf das abgetrennte BalkeastGck 



wirkenden, zu Q parallel gerichteten Kräfte ins Gleichgewicbt bringt. 
Diese Kräfte sind die Ton oben wirkende Belastung, die von unten 
"Wirkende gesuchte Druckkraft und die io den Querscbnittsflächen 
wirkendea Transversalspannungen. Bezeichnet man die gesnohte 
Spannung, auf die Flächoneinheit bezogen, mit (<?), so ist die ge- 
samte, auf die Fläche ABB'A' wirkende Kraft gleich {ö).z.jx. 
Nennt man ferner die Schubspannimg in einem beliebigen Fllchen- 
elemente des vordem Querscbuittes r, diejenige des hintern Schuittea 
r', die Ordinate der Linie AB wie früher y und die Ordinate des 
obersten Flächenelementes e, so ist (vgl. Nr. 15, Seite 63) 

Q.S , , Q'.S 
T = -^ — und t' = -^ — , 

worin J A-is Trägheitsmoment des ganzen Querschnittes bedeutet und 

S = 2 y.jF, 

gleich dem statischen Momente des über A B liegenden Teiles der 
Querscboittsfläche, bezogen auf die Schwerlinie NN, ist. Du Gleich- 
gewicht der Kräfte verlangt nun die Beziehung 



p. jx — (a) .z.jx + 2 T .jF ~ S r'.jF = 



0. 



Fährt mao obige Ausdi;Qcke für r und t' ein und berücksichtigt, 
dass Q'—Q gleich der auf das Balkenelement entfallenden Be- 
lastung, also gleich p.jx ist, und dass ferner durch ,iy 

ersetzt werden darf, so ergibt sich 

um den hier auftretenden Suramenausdruck in eine fesslichere 
Form überzuführen, machen wir uns die auf der Tafel 2 dargestellte 
Constniction des Trägheitsmomeutes einer ebenen Figur tu Nutze. 
Wie schon auf der Seite 65 erklärt norden ist, kann man den 
Figuren 2 — 4 dieser Tafel die Werte S uud J entnehmen, und 
iww- ist 

S = ab S J9 




Nun stellt aber, wie wir anf lier Seite 66 gezeigt haben, der 

Ausdruck — —Sjs die boriünntale I'rojecÜon der eiuzeliieu Seiten 

des zweiten SeiJpoIygona tFigur 4) dar; wenn man daher fliese Pro- 
jectioneu von y bis e summirt, 8ö erhält' man die auf d'.' Tafel 
mit t/ bezeichnete Strecke. Bezeichnet man sch]ip«slich noch die 
Differenz ( — t/ mit /,, so ergibt sich die einfache Beziehung 



(«) = 



.tu 



Die Spannung (tf) ist stets parallel zur Querkraft Q gerichtet 
und trifft daher die Schnittflache ABB'A' im Allgemeinen unter 
schiefem Winkel. In der Praxis föllt jedoch die Kichtungalioi» 
von Q fast am^nahmslos mit einer Axe der Centralellipse zusammen; 
dann wirkt die Spannung selbstverständlich normal zur Schnittfläche. 

Man flieht aus obiger Gleichung , da^s der Einfluss der eeit- 
liehen Oberflächenkrafte in einfacher Weise durch das zweite Seil- 
polygon dargestallt wird ; die Abscissen dieses Soilpolygons, bezogen 

auf die letzte Seite desselben, stellen, mit dem constanten Werte y- 

multiplicirt , das Produkt {<r) . z dar. Bei constauter Bi-eite z isb 
die Spannung \a) der Abscisse (, direct proportional und nimmt 
daher von oben nach unten fortwährend ab. Hat die Querschnitts- 
6gur dagegen wechselnde Breite, so kann die Spannung an einer 
Zwischeiistelle leicht beträchtlich grösser ausfallen als an der Ober- 
fläche. Namentlich in den Stegen der I-Balken (auch der Eisen- 
bahnschienen) und bei concentrirter Belastung (das heissl bei 
grossem p) nimmt die Spannung {a) oft ziemlich hohe Werte 00* 
and es erhellt hieraus, dass man gut thut, die dünnen Stege der 
als Schwellentrager dienenden Blechbaikeu unter jedyr Schwell» 
durch ein Pf5stchen zu verstärken. Bei verteilter, namentlich bei 
gleichförmig verteilter Belastung dagegen darf man diese quer zur 
Balkenaie gerichteten Spannungon in den Berechnungen der Praxis 
meistens unberücksichtigt lassen. 

Will man unter Berücksichtigung der Oberflächenk rufte die io 
schiefen Schnitten wirkenden Spannungen und deren grösste und 
kleinste Werte bestimmen, so erfahren die Betrachtnngen der vorigen 
Nummer einige Abweichungen. Zu den Kräften, welche das drei- 
eckige Element der Figur 25 beangprucheu, kommt dann noch eine auf 
die horizontale Seite wirkende Normalkraft hinzu. Wie sich hiernacli 
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diö Figur 31 gestaltet, kann entweder direct wie in der TOiigen 
Nummer, oder unter Verwendungr der in der Nuanner C (S. 21) 
angestellten Betrachtungen abgi^löitet werden. Wir bt-schrflnken 
uns darauf, zu bemerken, dass mau (vgl. Fig. 31) von i'ineni be- 
liebigen Punkte ^1 atiä beide Spannungen, ff sowob] als: (ff), in 
horizontaler Richtung aufträgt, am Endpunkt der letzteren t an- 
fügt and durch den Endpunkt von r einen llalbkreia zeichnet, 
dessen Mittelpunkt die Difi'cren?, der beiden Normalspannungen 
halbirt. Die Endpunkte des Halbkreises bestiminea dann wie oben 
mit dem Punkte A die grösste Zug- und die grösste Drnckspanuung; 
der Radius des Halbkreises atellt, die grösste Seherspannung dar, 
ond wenn man die Halbkreisenden njit dem Endpunkte von r ver- 
lindet, so erhalt man die Richtungen von ffm*i und ffuun oder, was 
dasselbe ist, die Richtungen der SpaDsnngstr&jectorien. 



Drittes Kapitel 

Construction der inneren Kräfte 
an verschiedenen Beispielen. 

20. Balken mit rechteckigem Querschnitt. 

Wenn die auf die Qucröcbnittsflächeu eines Balkens wirkenden 
äusseren Kräfte die Balkcnaxe s&mtlicb schneiden, dus heisst wenn 
das TorsioDsmoment fehlt, so gibt man dem Balken in der Hegel 
einen rechteckigen Querschnitt, wenn er aus Holz, besteht, dagegen 
«nen doppel-T- förmigen odfir einen dem ähnlichen, wenn man in 
Eisen construirt. Im letzteren Falle werden die inneren Kräfte, 
wenn man sieb nicht auf die einfachäteu Aufgaben beschränken 
will, am besten auf graphischem Wege bestimmt; im ersteren da- 
gegen ist es gewöhnlich einfacher, die Spannungen im Innern des 
Balkens aln Function der wenigen Torkommeuden Dimensionen aus- 
zudrücken und mit Uiilfe dieser /.v berechnen. 



i 



j 



— se- 
in der Praxis liegt die ausserhalb eines Schnittes angreifend» 
Kraft in weitaus den meisten Fällen in einer der beiden Symmetrie- 
ebenen des Rechteckes. Dann wird die neutrale Aie im Qaerschnitt 
stets zu eioer der Seiten parallel laufen und auf der VerbinduDg«- 
linie des Angriffspunktes mit dera Schwerpunkte seukrecht stehen. 
Kennt man nun die zur neutralen Aie parallele Seite des Kechteckes 
b, die andere k, so ist der Flächeninhalt des Querschnittes gleich bh, 
das Trägheitsmoment (vergleiche den ersten Band von Culmanni 
graph. Statik) gleich Vi»*''* '^^^ '"" Entfernung der Sussersteo 
Kante vom Schwerpunkte gleich '/a k. Eine im Schwerpunkt an- 
greifende Nornialkraft P ruft daher im ganzen Schnitt eine Span- 
nung P 

hervor, und ein in der zu h parallelen Uittelebene wirkendes Eräfte- 

paar M bewirkt in den äussersten Kanten die Spannung 

M.e 6jtf 
ff. = -j-~ = jf^ 

Wirken beide Kräfte zugleich , so bestimmt man den Einfloss von 
jeder einzeln und summirt sie, oder man wendet den auf der Seite 5S 
gesperrt gedruckten Satz an. 

Bringt man obige Gleichung auf die Form 



b.h*- 



-•M, 



80 eignet sie sich, für den Fall, dass das Biegungsmoment bekannt 
und die Dimensionen des Querocbnitles gesucht sind, sehr gut znr 
Losung mittelst des Hechenschiebers. Da a in der Regel als czn- 

lässige ^nnuug> gegeben ist, so kann man —von vornberaio 

berechnen und als eine bekannte Zahl betrachten ; dann genfigt znr 
Bestimmung der Dimensionen eine einzige Stellung des Rechen- 
schiebers. Man kehrt die Zunge des Schiebers um, bringt in den 
beiden oberen Scalen die buiden Glieder rechts vom Gleichheitszeichen 
zur Deckung und kann dann in den beiden unteren für jedes b das 
entsprechende h oder umgekehrt ablesen. 

Ist beispielsweise ein Balken von 7 m lichter oder 7,4 m theo- 
retischer Spannweite zu berechnen, der auf den laufenden Meter eine 
gleichförmig verteilte Last von 0,28 Tonnen (Eigengewicht inbe- 
griffen) zu tragen hat, und soll die grösste Spannung nicht mehr 



als 0,07 TooDen pro cm' betragen , so findet sich zunllcbat das 
BieguDgsmoment {gleichfalls mit dem Schieber berechnet) 

jtf— V, j?= V, . 0,28 . 7,4" >. 1,917 tuJ — 191,7 onl 
und ,1 6 

7 = o;ö7" - *^''- 
Stellt man nun die umgekehrte Zunge so, dasa in den oberen 
TeUnngen die Zahlen 1,917 und 8,57 übereinander stehen, so ent- 
sprechen sich auf den unteren folgende, den Anforderungen genügende 
Werte (auf Centimeter abgerundet) 

6 = 15 IG 17 19"/, 21 22'/, 25'/, 28'/, 31 ctn 
h = 33 32 31 29 28 27 25'/, 24 23 cm 
Han sieht, dass man durch eine einzige Scbieberstellung gleich eine 
ganze Beibe von Ljtsungen erb&lt. Bezüglich der Charakteristik ist 
zu bemerken, dass man am besten diejenige von M um 2 und die- 
jenigen der übrigen Grössen um 1 vermindert; oder mit andern 
Worten : Druckt man das Biegungsmoment in Metertonnen aus und 

dividirt die Zahl ~ durch 10, so erhält man die Dimensionen b 

und h in Deeimetern. 

Bei dieser Bechnung haben wir einen Schieber vorausgesetzt, 
defisen drei obere Teilungen gleichen 
Logarithmenmassstab besitzen, wahrend 
die vierte in doppeltem Massstab auf- 
getragen ist. Verwendet man einen 
sogenannten MannbeimVben Schieber, 
welcher zwei Doppelscalen enthält, so 
bat man bei der Multiplication der zwei 
gegebenen Zahlen von der Coulisse Go- 
brauch zu machen. 

Nur in seltenen Fällen wird der An- 
griffspunkt der Kraft P ausserhalb einer 
der Symmetrieaxen des Querschnittes 
liegen. In diesem Falle coustruiren wir 
( Fig. 33 ) zunächst dio neutrale Äie, 
indem wir den Angriflspunkt Ä auf die 
andere Seite vom Schwerpunkt, nach A' 
?on hier aus zwei Tangenten an die Centralellipse legen 
Beruh rungspiinkte verbinden. Die Spannung in der 




^ 



— 88 — 

ftussersten (obersten) Kante wird hi^ranf bestimmt, indem noii 
durch S eine Parallele znr neutralen Axe legt und, paralM vol Ä8^ 
die Entfernung e der ftussersten Kante, die Entfemung n der 
neutralen Axe und den Trägheitshalbmesser i abgreift ; dann ist 
nach der Gleichung (5) auf der Seite 54 , wenn das Moment der 
Kraft P in Bezug auf S mit M bezeichnet wird, 

Jf(ö-4-n) 

tf = — j — . 

worin J = i^t* zu setzen ist. 

Noch rascher findet man ö unter Benützung des Satzes: Dia 
grösste Spannung ist gleich dem Kemmoment, dividirt durch das 
Widerstandsmoment. (Seite 56.) Hiernach ergibt sich 

^ P.AK _ F. AK 
^ J.e F.SK' 

Der Querschnitt wird nach früher (Seite 58) am tragfähigsten, 
wenn die grössere Diagonale des Centralkerns mit der lüchtungilfi? 
zusammenfällt; dagegen trägt er am wenigsten, das heisst ö wird 
am grössten, wenn AS mit einer Seite des Kernes einen rechten 
Winkel bildet, und nicht etwa, wenn die andere Diagonale in die 
Linie AS fällt. 

Reducirt sich P auf eine unendlich ferne Kraft (ein Kr&ftepaar), 
welche im unendlich fernen Punkte von AS angreift, so fällt die 
neutrale Axe mit der Schwerlinie zusammen und n verschwindet 
Dann wird einfacher 

Me M 

Die transversale Spannung im Querschnitt wird nach 
der Gleichung (14), Seite 64, berechnet. Wirkt Q in einer dei 
Symmetiieaxen des Querschnittes, so ist t', da die Breite z constant 

bleibt, dem statischen Momente 2 y .jF proportional und die quer- 

laufenden Schubspaunungen r" (Seite 69) werden null. 

Für einen Punkt, welcher von der zu Q normalen Schwerlinie 
um y absteht, wird das obige statische Moment gleich 

folglich , _ 3Q{h*~4ij^ 



Trlgt man diesa Werte von einer Verticalen aus in horizontaler 
Bicittnn;; äuf, so entsteht eine Parabel mit hori7,oiitiiIeL' Axe. In 
der nberatea uud untersten Kante ist die Schubspanniin^ wie immer 
Doil; in der Schwerlinie wird sie ein Maximum und zwa» 
r 3(? 

' 2bh' 
Um daher beim Rechteck die grOsste Schubspannung zu finden, ver- 
teilt mau die Schubkraft über Vg des Querschnittes. (Auf das 
nimliche Ergebnis führt der auf der Seite ß8 oben stehumle Satz.) 
Der Fall , wo die Kraft Q die Seiten des Rechteckes Rchief- 
winüig schneidet, ist verwickelter und wird am besten auf graphi- 
schem Wepc yepnlft, nach Methoden, die wir spftter au unregcl- 
JUäSäigen Profilen erläutern werden. 

Vereinigt man nun noch die ö und r für den Fall , dass Q 
pmllel zu h wirkt, auf die in der Nummer 18 beschriebene Weise, 
indem mau sich das Material schief und swar in der Richtung der 
Zug- and Druckkurven geschnitten denkt, so celan^t man zn fol- 
maden Reeultal>^n: 

nie normale Spannung ff wird (Figur 34) durch eine gerade 
Iiinie dargestellt und ergiht sich für eiuen Punkt im Abstand y 
^ iV(v+«) 12M(y + H) 

" = J~~^ - bP ■ 

öie Darstellung der tninsversalen Spannung führt, wie schon gesagt, 
m einer Parabel. 

Bildet man nun an jeder Stelle 
aus VgC «nd t ein recht« iakliges 
Dreieck, so ist dessen Hypotenuse 
gleich Tmai. und fügt man diesen 
Wert (vergleiche Figur 31) an '/»ö 
an. so bekommt man (T,!,.,. 

In der Figur 34 ist uun zu- 
nächst eine gestrichte Linie ge- 
zogen worden, welche sämtliche a 
halbirt; hierauf wurden die t um 
eineu rechten Winkel gedreht, 80 
dass sie in die verticale Axe zi) 
skeheit kamen. Ein Halbkreis, dessen Mittelpunkt auf der ge- 
strichten Geraden liegt, und dessen Kalbmesser gleich rm« ist, 



Fig. 64. 






fährte sodaan zu den Werten tfmu und tfmin- Aas der Verbinaung 
der HalbkreiBendpnDbte entstanden die beiden ausgezogenen, mehr- 
foch gekrümmten Kurven; im Verein mit der verticalen Aie stellen 
sie die Ctrenzwerte der normalen Spannungen dar; ihre Borizontal- 
entfemnngen von der gestricbten Geraden ergeben dagegen die 
grCssten Schubspannungen. 

AuB der Beziehung «„. = '/« *+ J/ '/j ö' + t* (Seite 80) 
ergibt sich für dieec Kurven die Gleichung 

ÖBu (ÖB„ - a) = T*. 
Da tf iu Bezug auf y vom ersten und r vom zweiten Grade ist, so 
liegen die Endpunkte der Smu auf einer Kurve vom vierten Grade. 
Die graphische Constructiou dieser Kurven wird daher selbst in 
diesem einfachsten Falle der Rechnung rorzuziehen sein. 



21. Verzalmte hölzerne Balken. 

Da die Dicke der hölzernen Balken in der ganzen Höhe cod- 
stant bleibt, so wird die Schubspannung r selbst in der Scbwerlinie 
selten eine Aber das zulässige Mass hinausgehende Grösse annehmen, 
trotzdem die Schubfestigkeit des Holzes in der Richtnng der Fasern 
bekanntlich weit geringer ist, als seine Zug- und Druckfestigkeit. 
Die Berechnung der Schubspann uijgen gewinnt aber an Bedeutung, 
wenn es sich um verzahnte Balken handelt. 

Die zahne haben den Zweck, die horizontal gerichteten Schnb- 
spannungen aufzunehmen, welche in den Berahrungsäächen der 
einzelnen ätüinme wirken, aus denen ein verzahnter Balken zu- 
sammengesetzt ist. Werden zwei Stämme unveniahnt übereinander 
gelegt und auf Biegung beansprucht, so finden die in der Trennunga- 
fläcbe wirkenden Schubkräfte, abgesehen von der meist ungenügenden 
und unzuverlässigen Reibung, welche die Verschraubung bewirkt, 
keinen WiderFitand; die sich berührenden Teile gleiten übereinander 
weg una die beiden einzelnen Balken tragen nicht mehr, als wen& 
sie nebeneinander lägen. 

Daraus folget nun zunächsl, dass die Richtung der Zähne von 
der Richtung der Transversalkraft Q abbangt. Ist diese (als Mittel- 
kraft der links vom Querschnitt aDgieif''ndeu Kräfte betrachtet) 
wie in der Figur 35 aufwärts gerichtet, so hat sie das Bestreben) 
den links von einem Querschnitt liegenden Balkcnteil an dem rechts 



■ t^odai vorbei uch oben zu verschieben . wi« dies in der Figur 
■ durch dis xwei Ueinen Tertiolen Ffnie uigedeatet iit. Da (ait- 
gprecbead der Fi^nr aaf der Seite 67) 
die ScbubApumaogea ia Lingtschnitten 
j daojeaigea in Qaeisduitte Meti eat- 
geigiitUt baba, w taigt weiter, 
m 4er «b«e SkSkm laeh tiski, der 



Fip. 35. 



Da die 8eh«kraft W 



Mi oder ndrt« tob daöeneea 
eJiMuimiiiK wii^ 90 kum 
lemtaten Balken mitmm 

fsolt stetgcB. 




1*0*1 kd «eajnisM Bs&n, 
k BdyB(c tartn n träfe« 
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wird didser- Zweck auch durch Elammern bef5rdert — ^ kennen die 
Zähne wieder der durch die Scherkraft bestimmten Richtung folgen. 
Hierdurch ergibt sich die in der Figur 87 dargestellte Form der 
Verzahnung. Uebrigens wird man in solchen zweifelhaften ftlleE 
gewöhnlich am besten thun, Verzahnungen anzuordiTen , die nach 
beiden Seiten hin gleichmässig ^dorstehen können. 

Fie. 87. 



Um die Stärke der Verzahnung zu bestimmen, beachten vir, 
dass jeder Zahn an seiner senkrechten Fläche eine Druckkraft er- 
filirt, welche der an seiner OrundÜäche hertschenden Schubkraft 

gleich ist. Die spezitischcu Spannungen 
6 und r (Fig. 38) verhalten sich daher um- 




gekehrt wie die betreffendeii Längen ; oder e8 
herrscht, wenn der Steigungswinkel de§ 

Zahnes mit a bezeichnet Wird, in der senkrechten Zahnfläche die 

Druckspannung 

0' = '»• . cotamg a. 

Die Spannung r wird nach der auf der Seite 88 stehenden 
Formel bestimmt. Es ergibt sich nach dieser, wenn der verzahnte 
Balken aus zwei gleich hohen Teilen besteht, für y = 

und wenn derselbe aus drei Teilen zusammengesetzt wird, für y = V,ä 

'""^ « = 'Ah- 

Je weiter die verzahnte Fläche von der horizontalen Mittellinie des 
Balkens absteht, und je mehr sich die Zähne dem Maximalmomenten- 
punkte nähern, desto flacher können sie geschnitten werden. In- 
dessen wird man aus Oründen der Einfachheit in der Regel vor- 
ziehen, den Steigungswinkel nach dem grössten Q zu berechnen 
und coustant durchzuführen. Ob man dabei besser zahlreiche kurze 
und niedrige Zähne oder weniger zahlreiche, aber dafür längere und 
höhere Zähne anbringt, ist vom statischen Standpunkt aus betrachtet 
gleichgültig und richtet äioh allein nach praktischen Bücksichten, 



Kb nia;^ interessant sein , »och zu bemerken , dass wenn maa 
bei einem gleiähRirmig belashtou Ballten die grOsste Zug- und 
Druckspannung im Qtierstiiuitt und die grftsste Druckspannung 
au der Zahnfläche gleich gross verlangt, die Zahnlinie parallel -im 
Diagonale der Ansichtsfläche des Balkens läuft. Denn wumi man 
das aiis der Formul '/gql^ — ^/^obk' berechnete ö dem obigen 

gleich und Q gleich '/» ? ^ setzt, so wird tani/ a = y- Selbst bei 

nnregelmäBsig belasteten Balken wird es vielfach gestattet sein, 
sich dieser einfachen Hegel zu bedienen. 




Im Bisherigen ist stets von regelrechten Zähnen die Rede ge- 
wesen. Unsere Ergebnisse lassen sich aber aucb ohne weiteres auf 
Dübel und Keile übertragen , welche genau dieselben Zwecke zu 
erfüllen haben. Eine Verdühelung nach Figur 39 entspricht Zähnen, 
die nach rechts steigen, und eine Verdühelung nach Figur 40 er- 
ntzt nach beidf^n Seiten wirkende Zähne. In beiden Fällen ist dtir 
"Winkel ex in der Weise aufzufassen, wie es in den Figuren an- 
gedeutet ist. Alles übrige bleibt sich gleich. 



22. Balken mit doppel-T-f5rmigera Querschnitt. 

Wenn ein auf Biegung beanspruchter Balken aus Eisen her- 
gestellt werden soll, so gibt es hierfür keine günstigere Querschnitta- 
form, als das durch Walzen, oder durch VprnißtMi you Platten und 
■ffinkeleisen gebildete Doppel-T-Profil, Wie schon ini ersten Bande 
TOB Culmanns Graphischer Statik hei der Vergleichung verschie- 



1 



iener Profile gezeigt worden ist, stellt sich der Wert 



Yf fv» 



'in Worten: 



Eernradius 



Widerstandumoment \ 



welcher das 



V" ""'""' VFlftcheninhalt (Flächeninhalt)'/« J' 

Gäteverhältnis eines Querschnittes ausdrückt, für das Doppel-T- 



Profil weitaus am güDStigBten. Je mehr Material an die obere und 
untere Kante gerückt wird, desto höher steigt das Trägheitsmoment 
und damit das Tragyermögen des Balkens. Es werden daher zwd 
ausgesprochene Anhäufungen, <Eopf> und <Fuss> gebildet, und daa 
diese verbindende Zwischenglied, der «Stegi oder die «Mitfelrip[W> 
wird nur so dick ausgeführt, als die in ihm wirkeaden Kiäfte, 
sowie Racksichten auf die Herstellbarkeit, auf das BoBt«o und andere 
Bussei-statiache UiOätELode retiangen. 

Kopf und Fuss werden hierbei in den meisten Fällen ans nahe 
liegenden Gründe:: genau gleich geformt. Auanahmeii von dieser 
Begel kommen nur vor, wenn die Natur der zu tragenden Lasten 
(wie zum Beispiel bei Eisenbahnschienen) oder heaondere Neben- 
zwecke sie verlangen , oder falls ein Material (zum Bnispiul Guss- 
eiseu) verwendet wird, dessen Zug- und Druckfestigkeit stark TOUf 
einander abweichen. 

Das Trägheits- und das Wideratandamoment eines Doppel-T- 
Profils in Bezug auf seine horizontale Schwerpunktsaxe bestimmt 
man, wenn es geuau sein soll, in der Regel am achnullsten auf 
graphischem Wege, Nur wenn die Querachnittsßgur lauter gerade 
Linien und rechto Winkel besitzt, oder wenn dieselbe ohne merk- 
lichen Fehler in eine solche Figur übergeführt* werden kann, ist 
die Zahlenrechuung vorzuziehen. In der Praxis wird jedoch seltra 
voUkorameiie Genauigkeit verlangt und unter dieser Bedingung 
empfiehlt sich das folgende, von den Technikern meistens ange- 
wendete Verfahren : 

Man teilt das Profil in Kopf, Fuss und Steg ein, berechnet 
deren Flächeninhalte F, und F^ (siebe Figur 41) und bestimmt äi« 
Schwerpunkte von Kopf und Fuss. Nennt man daun die Entfemaog 
dieser Punkte A„ so sind die Trägheitsmoment* der beiden erstem 
Teile um ein Geringes grösser als F, (%h,)'; der Steg ist gam 
oder nahezu ein Kechtcok und sein Trägheitsmoment ziemlich genaa 
gleich ^ F^ h]. Daraus ergibt sich das Trägheitsmoment des ganzen 
Profils 

J = V, F, hl + V„ F, h: = V. {F, + V. F,) K. 

Bezeichnet man nun noch die ganze Hfihe des Trägers mit A« 
wird das Widerstandsmoment 




. (F.+v.n)x 



Trägers mit A. ifc 
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Da die Fllcheninhalte der einzeben PUtten nnd Winkeleisen, 
' n! deneu sich ein Bleclibalken zusammensetzt, Ton vornherein be- 
kannt siod oder doch leicht bestimmt werden kfinnen. so verursacht 
ik Änwendnng dieser Annäherungsfonnel wenig Mühe und Zeit- 
aufwand und ist um so eher gestattet, als »ie meistens etwas za 
kleine Werte für If liefert. Am mei^^ten Cmstftnde verursacht die 
Bertimmniig der SchwerponVte; doch da keine volle üenauijfkeit 
tiiüg ist, so wird sich ein geübter Bechner hierfür leicht einen 
Annäheningsiveg zurecht legen oder sich einfach der Scbatzung 
Wienen. Verschwächnngen durch NieÜJlcber ktoneo ohne Schwierig- 
1 keit berücksichtigt werden. 

Fi«. 41. 




Ist das Widerstandsmoment eine?: Balkens, sowie das Biegnngs- 
imeiit, dem er ausgesetzt ist, bekannt, so bildet die Bestimmung 
' io der Sussersten Kante herrschenden NormalspäDDung «ine 
einfache Divisionsaufgabe. 

üeber die Bestiminung des Trägheitsmomentes bezüglich der 
'erticalen Aie ist nichts besonderes zu bemerken; je nach der 
Profilfonn wird der graphische oder der rechnerische Weg be- 
i^nemer »eio. 

Sollte der Angriffspankt der Kraft P nicht in einer der Sym- 
metrieasen liegen, so wird die Spannung in der äussersten Kante 
im einfachsten darch Einzeichnen des Gentralkems nnd mit Ilfilfe 
i» Satzes auf der Seite 56 ermittelt. Der Centralkem hat wie 
beim Rechteck die Form eines Parallelogramms. 

Die Berechnung der an verschiedenen Stellen des Querachnitts 
"iikeuden Schubspannung veruraacht ziemlich viel Arbeit, so- 



n 




^ 



worin Q die g^ 



bald das Profil Dicht Zti den allereinfaofasten gehört; das grapbiacbi 
Verfahren rerdieot daher hier den Vorzug. In den Nuromcrn 25 
lind 27 ist dieses näh(>i' er)5utert und auf den Tafeln 3 aaÜ 4 snf 
Tei'RChiedene Beispiele angewendet worden; wir wollen indessen an 
dieser Stelle vorgreifend erwähnen, dass die r sich mehr oder weniger 
sprungweise ändern und ihre Kurve für einen Blechbalken die in 
der Figur 41 dargestellte, stark ausgebauchte Form annimmt. Diese 
Kurve zeigt, dass sich die transversale Spannung im Stege, soweit 
dieser nicht von den Winkeleisen eingeschloaseu wird , nur wenig 
ändert; ea kommt dies daher, dass das statische Moment der über 
einem horizontalen Schnitte liegenden Querschnittsfläche , bezogen 
auf die Schwerlinie, beinahe constant bleibt, so lange sieh dieser 
Schnitt auf den Steg beschränkt. 

In der Praxis begnügt man sich nun stets damit, die Scher- 
spannung für die Steg mitte 7,u berechnen, wo sie am grössten ist 
Nach den Erörterungen der Nummer 15 (S. 67) ist dieso Spannung in 

-^ 

-*. 

gebene Transversalkraft, z die Breite des Profils und hg die Enb- 

fefnung derjenigen zwei Funkte bedeutet, welche in den Central- 

ellipsen der durch den Schnitt getrennten Qiiorscbnittshälften nr 

Schwerlinie antipolar liegen. Wenn nun, wie beim Doppel-T-Proßl, 

das Material in Kopf und Fuss angehäuft ist, so fallen diese Anti- 

pole für einen durch die Mitte gelegten Schnitt in die Nähe der 

^ äussersten Kanten (a. Fig. 42), und man fehlt nitU 

'^' _ II S^'" ^'^'' "*""" ""^^ ''* '^"'■'^'^ "^'ö Höhe h des Pro- 

^^M^u^ : fi's ersetzt. In der That wird auch in der Praiis 

'■ B/- • gewöhnlich die einfache Formel 

'i \ ' = A 

— S —}u, k verwendet. 

l '. Diese Formel ermöglicht es, die Stegdicke eioei 

. . I : Doppel-T-Balkena statisch z« prüfen, beziehungs- 
/all ■ weise zu berechnen. Dabei wird jedoch aus Rück- 
^^«^ ^t ': sieht auf die Knickgefabr, welche in der Richtung 
der Druckkurveii eintritt, zuweilen auch aus Rück- 
sicht auf concentrirte Oberflächenkräfte als < zulässige » Schutt- 
Spannung stets ein kleinerer Wert gewählt, als da, wo ausscolie^ 
lieh Schubkräfte thätig sind. 



einem beliebigen Uorizontalschnitte gleich - 
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Ein zweiter Linie dient die Berechnung von r dazu, die Eut- 
nuiTg zu bestimmeD, in weichet Steg, Winkeleisen und Kopfplatien 
t Nieten zu Terbinden sind. Die Aufgabe dieser VerbinduDgs- 
teile besteht darin, die Spannungsdiffereuzen der zu verbindenden 
Stücke attszugleichen , mit anderen Worten, die Schubspannungen 
aufzunehmen. Würde man Winkeleisen und Horizontalbleche lose 
aufeinander legen, so glitte infolge der horizontalen Schubkräfte der 
eine Teil über den andern hinweg. Ganz dasselbe geschähe, Wfinn 
die den Steg mit dem WiDkeleisen verbindenden Niete fehlti>n. 

^2feiint man nun den Läugsabstand zweier Niete n, so hat jeder Niet 
Mff auf liiit "Plä^Tlfl «1 > tröflöTl/Tn Vi'^ift olcrt *i * r * 



FÄe auf die Fläche m . z treffende Kiaft , also mr = ^^-j— aufzu- 



I 



I 



nehmen . woraus sich bei gegebenem Durchmesser des Ntetbolzena 
der Abstand »» oder bei gegebenem Abstand der Nietdurchraesser 
leicht ermitteln lisst. Ob man hierbei, dem Wechsel von Q 
entsprechend, den Abstund veränderlicn oder durchweg gleich dem 
kleinsten Abstände annimmt, hängt von coiistructiven Bücksichten 
IIb. Uebrigens haben die Niete bekanntlich a'jch noch die Aufgabe, 
«n wellenförmiges Ausbiegen der Kopfplatten zu verhüten und ein 
sattes Schliessen der Fugen zu bewirken. — 

Ausser den parallel zur Scherkraft Q gerichteten Scherspan- 
nungen hat der Querschnitt, wie in der Nummer 15 gezeigt worden 
iBt, auch noch quer laufende Spannungen t" auszuhaltcn. Diese 
letzteren sind nm so grösser, je mehr die Richtung der Bandlinie 
von derjenigen der Scherkraft abweicht. Wo der Rand senkrecht 
zu fj, also bei vertical gerichtetem Q horizontal verläuft , ergfiben 
sich diese Querspannungen nach unserer dort angestellten Betrachtung 
sogar unendlich gross. Da dieses Ergebnis nicht nur sehr un- 
wahrscheinlich klingt, sondern auch der täglichen Erfahrung 
widerspricht, so folgt, dass unsere der dortigen Betrachtung zu 
Grunde gelegten Voraussetzungen nicht ganz richtig sein können. 
Namentlich betrifft dies die Annahme, dasa die transversale Span- 
nung in einer zu Q conjugirteu Querlinie constant sei. Es ist 
auch in der That nicht wahrscheinlich, dass die Schubspannung da, 
wo die Breite z des Querschnittes plötzlich grösser wird, sich auch 
sofort gleichlürmig über die grössere Breite verteile. Diese Ver- 
teilung wird vielmehr allmälig vor sich gehen, das heisst die Span- 
nung wird in der Nähe plötzlicher Breitenänderungen m ein und 
derselben Querliiüe ungleich ausfallen. 



Ein weiteres Eingehen auf dieses Thema halteu wir für un- 
thonlich, da die Lösung der sehr verwickelten Frage zur Zeit noch 
aussteht. Doch dürfte e.i gut sein, aus Obigem den Bat zu ent- 
nehmen, schroffe Breitenänderungen, wo ea die Conatruction ermög- 
licht, zu vermeiden. — 

Wir haben in der Figur 41 (gleich wie in der Figur 34, 
Seite 89) aüs den im Querschnitt herrschenden a und t noch die 
in schiefen Schnitten rorliommenden Maximalspannungen construirt, 
doch , um Platz au sparen . nur die eine der beiden Kurven ge- 
zeichnet; die nndere ist, da die neutrale Äie als durch den Schwer- 
punkt gehend angenommen wurde, der erstereu i^ngruent. Diese 
Kurve verl&uft wie diejenige der r unregelm&ssig und sprungweise. 
Besonders zu beachten ist, dass sie eine Strecke weit grössere Werte 
aufweist, als in der oliersteu Kante des Querschnitt«». In diesem 
Falle ist es, streng genommen, unstatthaft, sich bei der Berechnung 
der inneren Spannungen auf die Normalapaunung in den äuSsarstea 
Kanten and die Transversalspannnng im Schwerpunkte zu be- 
schränke n. 

Nun gibt es ein eiufacbe.s Mittel, um rasch zu erkennen, ob 
die Spannung in eiuem schiefen Schnitte grö»<ser werden kann, als 
diejenige in der äusserateu Kante. Es ist nach früher (S. 80) 



odsr 

ffm.1 (Offl.. - ff) = T*. 

Bezeichnet man die in der ftussersten Kante herrschende Spannung 
mit ff,, so ist a = - .0., folglich 

ffii«.(ffm.. - — .tf,| = T*. 

Soll nun (/nui nirgends grösser werden als o,, so muss r* kleiner 
ma als ö,(tf, - ^. u,] = ffjh - ^\ oder 



'■\^ 



1 - -' . 



Tragt man die letzteren Werte von der Veiticalen aus horizontal 
auf, so liegen ihre Endpunkte auf eiuer Parabel, welche im oberen 
Endpunkt der Verticalen ihren Scheitel hat und in der Höhe der 



■»Dtnlen Aie ± S, abscbneidet. Scbneidet diese Parabel dio Kurve 
F^r, so ist dies ein Zeichen, diiss Hau den Wert o^ übersteigt. 
Da die Parabel laxch von Hand skizzirt werden kann, so bietet sie 
inr Entscheidung der Frage , ob die grösste Normalspannang am 
EndpanVte des Querschnittes oder ao einer anderen Stelle eintritt, 
«in sebr einfaches Hülfsmittel. 

In der Figur 4 1 haben wir diese Parabel punlctirt eingezeichnet ; 
mau siebt, das» sie die Kurve der r schneidet und üwar so weit 
ianerbalb derselben verläuft, als die ffmu den Wert tf, übertreffen. 

In der Praxis kommt jedoch dieser Fall meistens nur da vor, 
WD das Biegnngsmoment weit unter demjenigen Werte bleibt, den 
in Queiscbnitt aushalten konnte, wo, mit anderen Worten, die 
SjMDDung in den äusser^iten Kanten weit unter der «zulässigen» 
liegt, wie zum Beispiel bei frei aufliegenden Balken in der Nähe 
der Auflager. Je grösser die Normalspannuug im obersten und 
nntersteu Punkte wird, desto weniger wird in der Kegel die Kurve 
d«ta„„ ihren Endwert übersteigen. Gewöhnlich genügt es daher, 
die e und i, wie sie sich nach der üblichen Rechnungsweise im 
Querschnitte ergeben, zu berück-iichtigen. 

Eine Ausnahme hiervon bilden nur Träger mit ungewöhnlicher 
Höht:. Wir haben bei der Construction der Figur 41 das Biegungs- 
nioment gleich der Scherkrall mal dpr Balkenhöhe angenommen; 
« vntijpricht dies dem Mittelquerschnitte eines Balkens, der eine 
I^nge gleich der doppelten Höhe besitzt, an beiden Enden autliegt 
■Jnd in der Mitte eine concentrirte Last trägt. Bei solch unge- 
Hhnlich hohen Balken ist daher eine spezielle Untersuchung der 
in schiefen Schnitten wirkenden dgi., ratsam. 



I 



23. MaKlmalspaiinniigeii 
im Innern einer Eisenbahnschiene, 

(TafH ■:., 
Um die ZnsammensetziMig der Zug- und Druckkiill'te mit den 
melierenden Spannungen in einem Balken von Im regelmässigem Qaer- 
scbnittsprofil zu erläutern, wählen wir ein Schienenproöl. Der Con- 
itnietion der a und t geht stets die graphische Bestimmung des 
Trigheilsmomentes voraus, wie sie im ersten Bande von Culmanns 
r^nphischer Statik ansfülirlich erklärt worden ist. und unsere 
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jetzigen Eot Wickelungen köonen in geniBsem Sinne als Fortsetzung 
und Ergänzung der liortigen betrachtet werden.*) 

Auf der Tafel 2 ist zunächst in den Figuren l—i das Träg- 
heitsmoment des in halber oatärlicher GrOsse aufgetragenen Profils 
für die horizontale Scbwerrunktsaie bestimmt worden. Das Profil 
wurde zu diesem Zwerte in 13 horizontale Streifen von gleicher 
Höhe geteilt und der Flächeninhalt jedes Streifens, durch die Ver- 
wandlungsbasis a = S cm dividirt, in der Figur 2 als horizontale 
Kraft jr aufgetragen. Als I'oldistitnz b wurde indessen hier nicht 
die halbe Summe aller jr, sondern di^ Strecke l>% ^"' gewählt, 
80 dass das Produkt a b die runde Zahl von 20 cm" ergab. Werden 
nämlich die inneren Spannungen im Anschhiss an äussere Kr&fts 
coastrnirt. so ist es, um einen zweiten Kräftemassstab zu vermeiden, 
zweckmässig, die säintlichen <t und r mit einer abgerundeten Fläche 
zu muttipliciren, und hierzu eignet sich in der Regel nichts besser 
als die Fläche a b. Handelt es sich dagegen nur um die Tr&gheita- 
ellipse, so nimmt man b besser gleich der halben Summe aller jr. 
In diesem Falle würden die Spannungen mit '/i a r, das heisst mit 
dem halben Flächeninhalt des Profils multiplicirt erscheinen, wu 
im Allgemeinen unbequemer ist. 

Die Construction der beiden Seilpolygone (Fig. 3 und 4), welch» 
zur Bestimmung des Trägheitsmomentes dienen, setzen wir als be- 
kannt voraus. Das erstere (Fig. 3) dient bekanntlich zunächst ziic 
Bestimmung des Schwerpunktes, indem seine äussersten Seiten sich 
auf der Schwerlinie schneiden. Zngleich schneiden die einzelnea 
Seiten auf der Schwerlinie Strecken js ab, welche mit ab multi- 
plicirt den statischen -Momenten der Lamellen gleich sind. Betrachtet 
man hierauf diese Strecken als Kräfte und setzt sie mittelst des 
Poles Oj zu einem neuen Seilpolygone (Fig. 4) zusammen, so stellen 
dessen Abschnitte -^ l die Trägheitsmomente der einzelnen Flächenteil« 
dar. Nennt man die Poldistanz des zweiten Kräftepolygons e. und 
den Gesamtabschnitt des zweiten Seilpolygons (, so ist endlich 
das Trägheitsmoment der ganzen Figur J = ahct. Die Grösse e, 
welche im Allgemeinen beliebig ist , haben wir hier gleich e, 
gleich der Entfernung der obersten Profiikante vom Scliwerpunkt 



*J Auf der Tafel 12 <ier zweiten Auflage At9 genuinten Werkes. «elclM 
die BMÜmmnnE des TrägheiUmoineute« eines Schienen pro lila entliilt, iini die 
hier beiehriebeneu Coiistraotionen bcieiU rorgreifend beigefOgt worden. 
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Ugenommen . so dass das WiderstandsmomeDt — einfach gleich 

nit wird. 

Aus dem Biegungsmomentc, welchem der in Untersuchung 
Btelienile Querschnitl ausgesetzt ist, I9sst sich nun nach den in der 
Nummer 13 abgeleiteten Beziehungen die Spannung finden, welche 
in der äusseraten (oberetfn) Kante herracht; sie betrage im vor- 
liegenden Falle 0,5 ( pro cm* oder mit a b multiplicirt 10 t. Trägt 
Hao Jiese Kraft im Massstabe 4 mm = 1 ( am oberen Ende der 
Schiene von der Symmetrieaie horizontal nach rechts auf und zieht 
durch den Endpunkt und den Schwerpunkt des Profils eine gerade 
Ijnie, so bestimmt diese die an jeder Stolle herrschende Normal- 
ipiüüiing. Eine zweite (puulitirte) Linie, welche die sämtlichen 
nah halbirt, enthält die Mittelpunkte der Halbkreise, durch deren 
Constmction die in schiefen Schnitten herrschenden Maximalspan- 
liun»i>n gefunden werden. 

Um zweitens die Scherspannungen t zu bestimmen, denken wir 
U19 die Scherkraft Q gegeben; dann ist nach Nummer 15 (S. 63) 

Auf der Tafel 2 sind nnn die statischen Momente der einzelnen 
lUchenstreifen construirt worden, und zwar ist f^ jeden derselben 
y .jF = a .b .js. 
dieser Wert von y bis e, das heisst von irgend einer Lamellen- 
ptaze big an die äusserste (oberste) Kante summirt werden, so hat 
Bin einfach die betrelTenden js zu addiren und deren Summe 
mit ab zu niultipliciren. Es ist daher beispielsweise für den Hori- 
HDtabchnitt zwischen den Streifen 4 und 5 



Sy.jF 
Q 



. b . Sl-4 



h . si-* ■= 



z .c . t 

T3m die Tah zu erhalten . sind zunächst die von der zufälligen 
breite de« Protil'i unabhäugigen Wert« 



Tbs = 



' ( 



»Dätruirt worden. Zu diesem Zwecke trägt man (Tafel 24) in der 




Entfernuug b vom Pole 0^ die Strecke ( horizontal auf und sucht 
diejeaige Horizontale, auf welcher die von 0^ mich den Endpunkten 
von l ^eiogeD6i> Linien die Kraft Q abschneiden: dann hat dies» 

Horizontale von 0.^ den Abstand Q • -.t und die Strahlen des zweiten 

Kräftepolygons schneiden auf ihr die Werte t b z ab, wie man dureh 
Aufstellen der Proportion leicht erkennt. Die Kraft (* haben wir 
gleich 5 t augenominen. 

Uebertr^t man die Werte rbz mit dem Ziikel in das Schienen- 
profil, 80 bekommt man die «Kurve der rbz*. 

um von diesen Werten auf t n b überzugehen, hat man sw 

mit — oder mit — — '■" multiplicireD: zn diesem Zwecke zeichnet 

man in der Figur 1 rechtwinklige Dreiecke mit den Katheten 
7,3 und '/, fl und zieht zu den Hypotenusen Parallelen durch die 
Endpunkte von rbz; dann schneiden diese auf der verticalen Mittel- 
linie Tab ab. 

Um nun zu den in schiefen Schnitten wirkenden SpannuDgen 
dnui und Tnu ZU gelangen, bot man an jeder Lamellengreoze den 
anr der Seite 80 dargestellten Halbkreis zu zeichnen, für welchen 
Vjtf und r, unter rechteni Winkel ani'iuander gefügt, den Hadius 
geben. Auf der Tafel 2i befinden sich '/, a a b und rab bereits in der 
gewünschten Stellung; die Halbkreise können somit ohne weiter» 
Vorbereitung gezeichnet werdt-n. Kiner derselben (Grenze 4— Ö) ist 
der Deutlichkeit halber ausgezogen worden; an den übrigen Stellen 
wurden dagegen nur je die Endpunkte mit dem Zirkel markirt. 

Die Abschnitte, in welche die Durchmest^er dieser Halbkreise 
durch die verticale Mittellinie zerlegt werden, sind nun sofort die 
Maiima und Minima von a: die Verbindung der Durchmesser- 
endpunkte führt daher zu den beiden mit «Matimal-* und «Miui- 
mal-Spannungen> bezeichneten Kurven. 

Diese ffurven geben einen ^nten Teberblick über die Inansprach-r 
nähme des Materials an verschiedenen Stellen des Querschnittes. 
Man erkennt auch hier wieder, üas^ die grösste [uansprnchnalime 
nicht notwendig im Kopf oder Fuas eintritt, sondern dass die Span- 
nungen anstellen, wo die Querst hnittsbreHc stark abnimmt, leicht 
grösser werden kann. 

Der Voll^tändiifkfit wegen ist durch Drehen der rab am 90* 
auch noch die Kune dtr • Schprspannungen> rtiiistruirt worden} 
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för die oben beschriebene Constrnction der grössten ff ist sie nicht 
Dttig, gibt aber einen angenehmen Uuberblick über den »tarken 
Wechsel der transTersalen Spannungen. Auch ermöglicht sie. wie 
«hon in der ¥origen Nummer (S. 98) gezeigt ÄTirde, eine rasche 
Gaticheidniig der Frage, ob 0.^. irgendwo anders grösser werden 
kann als im Eopfe; zeichnet man wie dort eine Parabel, deren 
Scheitel im obersten Punkte der Schiene liegt und die in halber 
Habe das im Eopfe wirkende anb abscbneidet, und ebenso eine 
Pirahel. deren Scheitel im Fusspunkte liegt und die auf Schwer- 
jiimktsböhe den im Fusse vorhandenen Wert von ff a 6 abschneidet, 
so ersieht man. dass diese Parabeln die Kurve der t a 6 zwar nicht 
tthneiden, dass aber die zweite derselben ihr bei der Lamelle 11 
sehr nahe tritt; damit Kusammenhäncreud besitzt die Kurve der 
Matimaispannungen an dieser Stelle eine starke Anschwellung, die 
nahein den im Fusse herrschenden Wert erreicht. 

Die Tau. werden nach früher durch die Radien der Halbkreise 
Jirgestellt; diese Werte uoch besonders von der Profilaxe aus auf- 
^tragen, kann man sich ersparen, da die gezeichneten Kurven der 
Uaiimal' und Minimalspann uugcn zugleich auch die grössten Schub- 
spanniiiigen angeben, sobald man an Stelle der Verticalen die scbiefe 

linie der '/a Sab als Aie ansieht. 

Will man die Richtung der Schnitte kennen, auf welche die 
'tai und ffnia einwirken, so hat man (vgl. Fig. 31, S, 80) nur den 

Endpunkt von rab mit den Kn(l|>unkten des Durohmessera zu 

Wrbinden, — 

Die Belastung^ Verhältnisse, welchen die auf der Tafel 2 durrh- 

l^eführten Coustrnctionen entsprech>>ii , siud, wie nachträglich noch 

tezeigt werden soll, die folgenden: 

gleich 10 ( angenommene a a l> entspricht einem Biegunga- 

. 7,72 = 77,2 cmt; als Scher- 

Enft ist f = 5 f angenommen worden ; damit diese obiges Moment 

■- 15,4 cm wirken. Diese 

rerhäitnisse passen somit auf eine Schiene, die einen Raddruck von 
10 ( zu tragen hat und bei welcher die Wendepunkte der elasti- 
iehen Linie innerhalb zweier Stfitzpunkte (Schwellen) 30,8 cm von- 
änander entfernt sind. 

In der Regel wird wohl die Scherkraft kleiner, das Moment 
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dagegen grösser sein. Hier haben wir vorzugsweise aus Deutlich- - 
keitsgrüiiden die Belastungsverbältuisse also angenommen. — 

Die bis dahin besprochenen Verhältnisse beziehen sich jedoch 
nur auf die verticale Symmetrie-Kbene der Schiene. Für Qner- 
BChnittspunkte ausserhalb der MitteUinie treten dagegen , wie aul 
den Seiten 69 und 70 gezeigt worden ist, zn den vertical gerich- 
teten Schubspanuungen noch horizontal gerichtete hinzu. Die 
Grösse dieser letzteren wird (vgl, Fig. 23, S. 69) so bestimmt, dasä 
die Mittelkraft i>eider Spannungen durch den Punkt geht, in welchem 
sich die in gleicher Rohe au den Umfang gelegten Tangenten 
schneiden. Diese quer laufende Schubspannung (und damit auch 
die Gesamtspaiiiiimg) nimmt hiernach von der Mittellinie aus nach 
beiden Seiten zu und zwar um so stärker, je mehr die ürafangs- 
linie des Profils von der Verticalen abweicht. 

Wir haben nnn auf der Tafel 2, Figur 5, auch noch diejenigen 
transversalen Spannungen bestimmt, die im Umfange des Profils 
eotätehen; sie bilden die Kurve der t a b. Man findet dieselben 
graphisi^h leicht mit Hülfe von rechtwinkligen Dreiecken, deren 
verf.icale Katheten den vertical gerichtete» r gleich sind und deren 
Hypotenusen dem Umfang parallel laufen. Die Kurve fiillt, soweit 
das Profil vertical begrenzt ist, mit derjenigen der Figur 1 zu- 
sammen, erhält dagegen, wo der Steg in den Kopf und in den Fusa 
übergebt, scharfe Ansbiegungen. 

Unter Verwendung dieser r sind dann wiederum, ganz so wie 
in der Figur 1, die Kurven der ö„,„ und «„in gezeichnet worden. 
Auch diese zeigen naturgemäss die nämlichen Sprünge und über- 
ragen die für die oberste und unterete Kiinte gültigen Werte uro 
ein Hedeuleudes. — 

Die Kurven der Figur ö enthalten nichts weiter als die Re- 
sultale einer folgerichtigen Durchführung der allgemein gültigen 
Festigkeitslehre. Indessen ist es nicht wahrscheinlich , dass diese 
Ergebnisse mit der Wirklichkeit ganz übereinstimmen ; die Praxis hätt« 
sonst die scharfen Breiten Wechsel der Walzeisenprofile schon Hingst 
abgeschafft. Offenbar ist die auf der Seite 63 gemachte Annahme, 
dasfl sich die Schubkraft in einem horizontalen Längsschnitte gleich- 
förmig über die ganze Rreite verteile, nicht überall zulässig. 

Der Wert unserer kleinen Studie mag hiernach ein zweifel- 
hafter sein; doch geht aus ihr zweierlei hervor: Erstens, dass allni 
schroffe Uebergänge von Sl«g zu Kopf und F;iss btisser vermiede« 



werden; zweitens, dass unsere übliche Festigkeitslßbre ancli an dieser 
Stelle eine Lücke und einen noch unaufgeklärten dunkeln Punkt 

besitzt. 



2i MaximalspannTingen im Innern eines Blechbalkens. 

(Tafel 3.) 

Die Ergebnisse der yorigen Nummern sollen nun noch durch 
die Annendung auf ein spezielles Beispiel ergäozt werden. 

Wir vählen zu diesem Zwecke einen an dem einen Knde 
eingespannten Blecbbalken mit gleichförmig verteilter Belastung; 
bei diesem trifft bekanntlich das grösste Bief(ungsmoment mit der 
ptesten Scherkraft zusammen. Unsere Aufgabe besteht darin, für 
TtTKbiedeue Querschnitte die Kurven der 0„, „ und im Anscbluss 
imn die Zug- und Druckkurven zu zeichnen. 

Die betreffenden Constnictionen sind auf der Tafel 3 ausgeführt 
«Orden. Als Balkenlänge haben wir 6 m, als Höhe 1,2 in, als 
Belastung a,") ( angenommett. 

Der Träger ist in der Figur 1 im Massstab 1 : 33'/g in Ansicht 
dargestellt, währeud die Figur 2 die Hüllte des Querschnittes im 
Ibssstab I : 10 zeigt; die Dimensionen der einzelnen Teile sind iu 
Centinietern bei geschrieben. Zugleich enthalt die Figur 2 die Oon- 
itruction des Trägheitsmomentes des Querschnittes , welche ganz 
Mcb dem bekannten Verfahren durchgeführt worden ist, nur mit 
dem Unterschied, dass in Anbetracht der Svmmetrie alle Coustnic- 
tJonen auf die Hälfte beschränkt wurden. 

Bei der Einteilung der Querschnittsfl&che Hess man die Urenz- 
Ünien möglichst mit den Berührungsflächen der einzelnen Teile, aus 
welchen der Balken gebildet ist, zusammenfallen. Die Mittelplatte 
iit in drei Lamellen (1 bis 3} von 20, 20 und 19 cm Länge zerlegt 
'erden; die Lamelle 4 besteht aus den an der Mittelplatte an- 
liegenden, 5 aus den beiden andern Schenkeln der Winkeleisen, und 
die G" Lamelle bildet die Kopfplatte. Die Lamellen 3 und 4 greifen 
Mfflit übereinander weg, was der Wirklichkeit wohl hesser entspricht. 
tla wenn man die Schenkel 4 und das von ihnen eingeschlossene 
Stiii-k des Steges als ein einziges Element des Querschnittes be- 
Wdelt, wie dies in der Teitflgur 41 (S. 95) der Einfachheit halber 
ftscbehen ist. \ls Borührun.ifBfliiche zwischen H und 4 ist sodann 
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die Axe der Niete aogenomroeQ norden, welche Linie sich auf der 
Tafel 3i mit der Schwerlinie von 4 deckt. 

Als Basis a zur Reductioii der Flächen liaben wir 2 cm g*' 
wählt; die Resultate der Verhandlung, die Längen jr, sind daher 
bei den Lamellen 1, 2, 3 und 6 gleich der halben Länge dieser 

Platten und bei den Lamblien 4 and 5 gleich 2 . -~ mal der ein- 
fachen Schenkelläoge des Winkeleisens. Die Summe aller jr ergibt 
sich gleich 74,5 rm, was einer halben Querschnittsfläche von 149 
und einer ganzen von 298 cm- entspricht. 

Die auf einer Horizontalen aufgetragenen j r bilden nun mit 
dem Pule u^ , dessen Abstand 6 = 50 cm ist, das erste Kräftepolygon. 
Die Kräfte gr^iten in den Schwerpunkten der einzelnen LameUeo 
an. Das Seilpolvgon, das sich hieraus ergibt, schneidet auf der 
horizontalen Schwerlinie des Quer3chnittes die statischen Momente 
jn a.h; diese bilden mit dem Pole 0, , dessen Abstand gleich e, 
das heisst gleich der halben Balkenh5he genummen wurde, das zweite 
Kräftepoljgon. Die js greifen jyÜDch nicht in den Schwerpunkten 
der Lamellen, sondern (vergleiche den ersten Band von Culmanns 
Graph. Statik) in den Antipolen der Mittelaie in Bezug auf die 
Ceutralellipsen der einzelnen Lamellen an. Diese Antipole wurden 
(Fig. 2 links) f^r die Lamellen 1 bi« 3 vermittelst kleiner recht- 
winkligler Dreiecke constniirt , deren Höhen gleich 0,289 mal der 
Lamellenlänge sind; für 4 bis 6 wurden die Schwerpunkte bei- 
behalten, da sie von den Antipolen nicht mehr unterschieden werden 
können. Das zweite Seilpolygon iät in der Figur 2 rechts gezeichnet 
worden; seine letzte Seite schneidet anf der Mittellinie die Strecke 
Vf t = 60,5 cm ab : das Trägheitsmoment des ganzen Querschnittei 
ist daher 



J = a.b.e.t = 
das Widerstandsmoment 



2 , 50 . 60. 121 = 726000 c 



.b.t -- 



12100 CHI'. 



Nun wurde in der Kigur 1, direct unterhalb der Balkenansicht 
die Momentenfläche c^nstruirt. Die Gesamtlast von 25 t wurde im 
Massstab I / = 2 mm aufgetragen und in 5 gleiche Teile geteilt; 
gleicherweise wurde die Balkenlange durch 4 Querschnitte in S 
gleich lange Strecken zer!<'gt und je die Mittellinie derselben als 
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PKrafllioie betrachtet,. Als Distanz, für den Pol O des Kräftepdy-- 
I gons wurden 2t = 242 cm gewählt und im entsitrechenden Mass- 
I stsbe (1 : 33'/,) aufgetragen. In diesem Falle sind nämlich ( 
I BieguDgsmomente , wenn die Ordinaten der Momentenfläche mit y 
[! bezeichnet werden, 

M ^ 2 1 .ij, 
[ und da zugleich 

.1/= ^;^ = <I.a.4.( 

ist. so findet ^-inh Iturzweg 

V, O n b = IJ. 

Die Spannung '/i '^ erecheint auch hier mit der Flache ab — 
100 cm' muUiplicirt, welche wir für alle vorkommenden äpannungeo 
gewisserma^Nen als Einheit ansphen. 

Die grftsste Normalsiiannnng, welcher der Balken sinsgesetzt 
ist, ergibt sich hieniach an der Binmauerungastelle, wo ^ "= 62 min 
^ 31 / ist, gleich 0,62 ( pro cn^; da der volle Querschnitt (ohne 
Abzug der Nietlikher) in Rechnung gezogen wurde, so entspricht 
diese Zahl annähernd dem in dor Praxis gebräuchlichen Weite. 

Bei der Conatruction der rah wurde ganz so wie in der vorigen 
Kummer verlähreii. Vom Pole 0, aua wurde nach rechts abwärts 
«De Linie Oj/* gezogen, welche, wie es eingeschrieben ist, anf der 
letzten Seite des zweiten Seilpolygoiis die Strecke '/»* abschneidet. 

deren Neigungswinkel daher gleich arc lamj — ist. Zieht man fünf 

Horizontalen 1 bis V derart, dass auf denselben durch die Linien O^P 
ond e die Scherkräfte ^ abgeschnitten werden, welche den fünf 
Querschnitten ent:sprechen, so steheu diese Horizontalen von 0, um 



Selben die Segmente (? . y . — oder t f. z ab. Mit Hülfe des Zirkels 

Vtirden nun diese Strecken in die Figuren 3 bis 5 übertragen und 
daselbst die Kur^'en der t b z gezeichnet. Um Platz zu sparen, 
laben wir diese Figuren nicht nur iu kleinerem Mu-fsstabe (was 
lie Längtn betrifft) gezeichnet, sondern zugleich in der Figur 4 
lie CoüstriRtionen für die Schnitt« II und IV, in der Figur 5 die- 
jenigen für III und V vereinigt. Ferner wurden die (gestrichten) 
urren der r b z der Symmetrie des Querschnittes wegen je nur 
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nr Hälfte fieietehant; endlieli haben wir tod den beides 

der Haximai- nod Minimal-SpaanaDg^en. welelie genau gleieh uw 

üMnv. 3teU nur die eine aosgezogen. 

rm aas den rbz die rah zn erhalten, mäasen erstere mit — 

maltiplicirt werden. Dieses Verhältnis ist för die SteglaiiKDRi 
1 hifl 'i gleich 2:1. fär die Lamelle 4 gleich 2 : 3,4. für die beiiia 
letzten Lamellen jedoch üo gering', dssa die rai rersehwindeod 
f klein aaalielen und vernachlässigt werden konnten. Obige twei Vcr- 
hftltniase wurden durch zwei schiefe Linien dargestellt; dann wurden 
dureb die Endpunkte der rhz Parallelen daza gezogen, und iwir 
an den Grenzen der Lamellen I bis 3 Parallelen zn der einen, an 
den Grenzen von 4 zu der andern der beiden Linien. Die rui 
liegen jetzt, wie es sein muss, auf der verticalen Ai«. 

Die Ordinaten der Momeotenfläche in der Figur 1 , welche 
'/^(fafi darstellen, wurden jeweilen am Eopr beziehungsweise Fttss 
aut'i^etragen nnd durch deren Endpunkte Linien nach dem Schwer- 
punkte gezogen. 

Endlich folgte die Construction der Matimalkurren wie in der 
vorigen Nnmmer durch Ziehen von Halbkreisen, deren Mittelpunkt« 
auf den Linien der "., ff n i liegen. Von diesen sind einige der 
Deutlichkeit halber punktirt ausgezogen worden. Mit Hülfe dieser 
Halbkreise wurde je die eine Hälfte der Maiimalfcurve gewonnen; 
uro die andere zn erhalten, brauchte man nnr das kleinere der vom 
Halbkreis abgeschnittenen Segmente jeweilen auf die symmetrisch 
liegende St^-ll- zu übertragen. An den Latnellengrenren 3—4 und 
4 — 5. wo Eich die Breite 2 plötzlich ändert, sind, entsprechend den 
zwei verschiedenen rab auch je zwei solcher Halbkreise zu zeichnen; , 
demzufolge erhalten die Maximalkurven an diesen Stellen plötzliche 
Sprünge. 

An diesen Stellen kann, wie schon früher betont wurde, die 
grösste Inanspruchnahme gi'fisser als in den äussersten Kanteu aus- 
fallen. Bei den auf unserer Tafel gewählten Dimensionen und 
KrütLen findet dies für alle Schnitte mit .Ausnahme des Widerlager- 
schnittes ?tatt. Beim Schnitt IV zum Beispiel ergibt sich die 
Spannung ffnu i^n der änssersten Kante gleich 0,40 /, dann nimmt 
sie ab bis auf 0,36 t, springt jedoch hierauf plötzlich auf 0,41 f. 
Noch grösser sind die Unterschiede in den weiter nach links liegffl- 
den Si-'hnitten. 




Es ist jedoch auch hier zu betonen , dass dieses Veibältnis in 
der Praxis in der Regel nur da eintritt, wo die Spannung in 
der äus?ersten Kante unter der zulässigen liegt, sü dasa eine sorg- 
fältige Berechnung der in schiefen St'hnitten wirlsenden ffm,, nicht 
notwendig wird, so lange man nur nach der absolut grOssten Span- 
' nuug fragt. 

Im Änschlusä an obige Constructiooen Bind auf der Tafel 3 
mm Schluss auch die Zug- und Druckliurven gezeichnet 
worden, das sind die Linien, längs welchen keine Scherspannungen 
wirken und die Norraalspannungen ihre grösaten und kleinsten 
Weitp annehmen. (Vgl. Nr. 18.) 

Aus den Halbkreisen werden, entsprechend der Teitfignr 31 
(Seite 80) die Richtungen dieser Kurven dadurch gewonnen, dass 
man aber den Durchnaessern rechtwinklige Dreiecke zeichnet, deren 
Spitzen in der Axe liegen. Da beide Richtungen aufeinander senk- 
recht stehen, so genügt es, von den Dreiecken je die eine Kathete 
ru ziehen, wie es in den Figuren 3—5 für die Lamellengrenze 2—3, 
beziehungsweise 3 — 4 geschehen ist. Die Neigungswinkel dieser 
schiefen Linien sind mit 5 bezeichnet. Die beiden Richtungen 
wurden sodann in die Ansichtsfigur des Bh,lkens übertragen und 
dort als kleine Kreuze angedeutet. Wo sich die Breite s plötzlich 
ändert (Figur 5, Lamellengrenze 3 — 4), erhalt man den zwei Hatb- 
kreiseu entsprechend auch zwei verschiedene Richtungen. Dem- 
zufolge ergaben sich in der Nietaie je zwei halbe, gegeneinander 
etwas verdrehte Kreuze. 

Obgleich die Zahl der eingetragenen Kreuze verhältnismässig 
gering ist . so gelingt es einem geübten Zeichner dennoch , die 
Spannungstrajectorien mit ziemlicher Sicherheit zu ziehen. Wir 
haben von jedem System elf gezeichnet und zwar diejenigen, welche 
die Balkenaxe je in einem Zehntel schneiden. Sämtliche Kurven 
laufen in der Balkenaxe und im Endquerschnitt (wo t = ist) 
unter ih"; am Kopf und Fuss gehen sie in die horizontale, be- 
ziehungsweise verticale Richtung über. Wo sich zwei Kurven treffen, 
kreuzen sie sich stets unter rechtem Winkel. In der Nietliuie be- 
kommt jede Kurve eine Knickuug. Erinnert man sich an diese 
einfachen Gesetze und wendet zugleich einige nahe liegende Inter- 
polationsconstriictionen au, so l^llt das Ziehen der Kurven bei einiger 
Uebung nicht gar schwer. 

Der unterschied in der Form der Trajectorien bei vorheriKhenrl 
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uormalen oder vorherrschend trunsversalen Spannungeo spricht sich 
BDI deutlicbaten in der Form der Maschen aus, welche sie bilden. 
Diese Maschen sind da, wo die null oder doch verhältniäinässig klein 
sinil. Quadrate, an andern Stellen dagegen lang gezogene Vierecke. 
In der Mittelri|>pe des Dalkena, namentlich gegen das freie Ende 
hin, sind die Kurven nur schwach gekrümmt; würde die Stegdicke 
mcli kleiner gemacht, so dass die t noch mehr in den Vordergrund 
träten, ^ näherten sich die Kurven noch mehr den geraden Linien 
von 4&" Neigung. Dies deutet daranf bin, dasd (theoretisch ge- 
sprochen) in einem Fachwerkträger die Streben am gänstigsten 
unter 4b" geführt werden. 

Wie sich die Kurven im eingemauerten Teil des Balkens fort- 
setzen, Usst sich im Allgemeinen nicht sagen, da die Druckverhalt- 
nisse hier zu sehr von Nebenumstänüen abhäugen ; indessen geht 
mau nicht stark fehl, wenn man sie Ahnlich wie im freien Teil 
verlaufen und im l'^ndguerschnitt unter 45" endigen lässt. 

Die Kichtungeii, in welchen die Trausversalspannungen ein 
Maximum werden, halbiren nach der Nummer 18 die rechten Winkel, 
welche die Zug- nud Drnckknrveu initetnanrlei' bilden. Wir haben 
es, da sie sich im An^chlnss an letztere leicbt ziehen la<4seu, unter- 
lassen, sie auf der Tafel 3 zur Darstplluiig m bringen. 

Die GrCasi-n der r,,,« werden, wie schon früher bemerkt, durch 
die Kurven der ffuu durgestellt, sobald man die Linie der '/^aab 
ah Ürdiuatenaxe annimmt. Da die j^rOssten t stet^ kleiner als die 
gr&ssten tf sind, so kommen sie, so lange das Material nach alleu 
Uichtungcn gleich gut widersteht, nicht in Betracht. Speziell die 
Niete haben den im Längsschnitt wirkenden ächerspannungeo und 
nicht den rnm zu widerstehen, weil nur parallel zur Balkcimxe so 
geschpiitten werden kann, dass keine anderen Teile Uls die Niete 
getroffen werden. 

Unter der Voraussetzung, dass die Niete iu den verschiedenen 
Beihen gleich weit auseiuauder stehen, sind die der Balkeuaie ta- 
nftchst stehenden, also diejenigen, welche die Winkeleisen mit dem 
Stege verbinden, um stärksten in Anspruch genommen; sie haben 
der scherenden Kraft im Schnitte 3 — 4 zu widerstehen. Nun be- 
trägt die Kraft T= rh: für die genannte Stelle im Widerlager- 
querechnitt, wo sie offenbar am grösaten wird, 9(. Dieser Kraft 
haben die Niete auf der Länge b zu widerstehen. Bezeichnet man 
die Entfernung der Niete mit h, so trifft auf jeden Niet di" 
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^ Scbubspannung r', so ergibt sicli, da jeder Niet doppelt 
'KÖcEnitteu wird, die Beziehung 
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« und T' = 0,6 /. so wird im vorliegenden Falle 
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somit bei einer Entfernung von 21 or den 
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Kherenden Kräften genügtnid widerstehen; denn gegen das freie 
Ende hin nimmt die Scherkraft fortwährend ab. 

In der >'ummer 22, Seite 90. ist femer gezeigt worden, dass 
die in der Stegmitte herrschende Schuhspannung annfthornd nach 
der Formel 

_^ 
e.h 

berechnet werden kann, in welcher (? die Scherkraft und li die 
BilkenhOhe bedeutet, und dns^ dieser Ausdruck auch zur Bei'echnun«,' 
der JJietentfernnog benntzt werden kann. Ks mag die Frage interes- 
zii welcher Entfernung man mit Hülfe dieser nur annähernd 
ricbtlgen Formel gelangt. Führt man tjtatt dem der Zeichnang 

"* " -^'~T~ 

ttd faiArana, indem man ^ = 25 f, h = 120 rm und wie vorhin 
0,6 ( und rf = 2 cm setzt, 

n = 18 cm (anstatt 21 wie oben). 
Die angenäherte Berechnuug der Nietentferuung gibt überhaupt 
fet in allen Fällen kleinere Werte, das heisst stärkere Vernietungen 
iJi diö genaue und ist daher um so eher gestattet. 

Auch die zur Berechnung Ton — aufgestellte Ännflhenmgs- 

Sormel anf der Seite 94 möge noch mit den hier gefundenen Ke- 
•Bltaten reiflichen werden. 



HölEäät der äusstiren Kr&ft« beträgt für den Widerlagsr- 



M = %Pl = 7, . 25 . Ü = 75 OTi = 



7500 cmf. 



Diesem widersteht die Querschnittisfiäche des Kopfes mit ^', = 
iO H~ 2 . 25 = 90 cth" und diejenige des Steges mit t\ =118 cw*. 
Die I3alkeiiliöhe beträgt h = 120 cm und die Eutfernung der Schwer- 
punkte von Kopf und Fuss (nach Schätzung) h, = 1 15 cm ; mau 
bekommt daher das Widerstandsmoment 



Y = (90 + '/, . 
und hiernach die grösste Noi 



118) 



115* 



= 12086 C1I4*, 



welcher Wert mit dem i 
übereinstimmt. 



120 
lalspaunung 
J500 
1208Ö 
der Zeichnung gefundenen voUkommeii 



■ = 0,6 



25. Kranartige Constmctionen. 

Als Beispiele von Balken, wekhe gleichzeitig neben Biegung"« 
momenten und scherenden Kräften auch noch Normalkräften 2U 
widerstehen haben, wollen wir hier die an Krauen oder krau- 
artigen Verbindungen wirkenden inneren Spannungen bespreche» 
und benützen diese Gelegenheit, zugleich einige graphische Zu- 
sammensetzungen und Zerlegungen von Kräften zu erläutern, deren 
Behandlung ihrer Natur nach freilich eher an eine frühere Stalte 
verwiesen werden sollte. 

Wird eine Last L von Kranen getragen , welche den Figuren 
43 und 44 entsprechend construirt sind, so gelaugt man zu den an 
den einzelnen Teilen augreifenden Kräften am leichtesten, wenn 
man das Gleichgewicht der am veiiicalen Pfosten oder an der- 
Wendesäule wirkenden Kräfte ausdrückt, weil an diesem Gliedo 
sämtliche gesuchten Kräfte, im vorliegenden Palle deren vier, bu- 
Bammentreffen. 

Sobald ein Constnictioiisstab an seinen Endpunkten mit Ge- 
lenken versehen ist, wie das Zughand in der Figur 44. so fMlt die 
an ihm wirkende Kraft mit seiner Längsaxe zusammen, oder richtiger 
gesagt, sie geht durch die beiden Gelenkmittelpunkte ; ihre Lage 
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i!t daher von vornhereiii bekannt. Das Dämlidie gilt, wenn auch 
niclit mit derselben Schärfe, von den Endpunkten der Strebe in der 
Fipir 43 und dem Strebenfusa in der Figur 44; denn auch hier 
ist die Kraft genötigt, durch bestimmte Funkte zu gehen, weil 
liie abliebe Verbindungsweise der betreffenden Balken durch ei- 
cenlrische Kräfte sofort gelöst würde. Wenn ferner die Wendesäule 
m irgend einem Punkte durch einen Rollenkrauz unterstützt wird, 
ü» 9t«ht die an diesem Funkte angreifende Kraft senkrecht auf der 
Rollfläche; höchstens kann sie um den stets geringen Rcibungs- 
ninkel von dieser Richtung abweichen. 

FifT. 44. 




f Ornud dieser iH^iden besetze ist es nun leicht, die vier 

I den Figuren 43 nnd 44 auftretenden hräfte 7.u bestimmen; denn 

1 der ersteren sind die Kräfte 2 und ;t, in der letzteren die Kiaite 

I nnd 3 der Lage nach bekannt; man ündet daher durch Zerlegung 

' Last L im Funkte A die Kräfte I und 2 und, da alle vier 
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KiiSuf «h i^ G^Aieewida Um Bian. ^nk 
FdT^i«! 4ie CiiftF 3 nd 4. 

' !• 4er Figv 44 tef & Enft 4, «deke 4 
PbncaindE 4usielh. aiefct abwirti eorkUet am. «dl aoMt b 
PBuBe ifarvtscfan oder Tielaefa- der PfaaLa ncfe >as dm Idfd 
Vtsvhebea «tide: bArtetes^ na im K afc—g* » M kd da Zi^ 
u dn- Wand der Pfune kSute alkaUb Ae Knft 4 tm dn 
JbriZMtalCB mcfc OBtai ibvekkca. 

Ib der Regd habea Kriw bcU bbt ciw LMt eiabd ^ 
tngeo, äondern ne sind mh VorricktBBgca soi HcbcB sad Ntedn- 
Lmkb der lAn rerahoL Ic diesem Fklle sad aad die in da 
SeOcD odCT Kettra wirtendeo Kiifte ib bendsicfctigeB ; im Gauai 
bleibt jedoch das KrtftepolTgm da^s^lbe. 



Tif . 4«. 




AU Beispiele wähleo wir die beiden in den Figuren 4S und 46 
dat^e3t«nt«n Anordaungen. Znnftebst werden durch Zerlegung der 
gegebenen I^ast die beiden Eettenspinnungen 1 ond 2 gefondeo. 
Dann iät die Kraft 3 gleich der Kraft 2, oder genauer am die 
Seil- und Bollenreibung grös^r. Torau^gesetzt , dass die Last ge- 
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iben wird. Um dieselbe Grösse ist 4 grösser als 3 und so fort. 
'Biernach kann man die Kraft 3 im Eräftepolygon auftragen und 
^nrcb Zerlegen der Mittelkraft von 1 bis 3 die Kräfte 5 und 6 
l&ideii. Die Kraft 4 kommt hinsicbtlich der Wendesäule zweimal 
Tor; im Punkte C wirkt sie abwärts (4), an der Trommel anf- 
WÄrts (4'); im Kräftepol jgon heben sich die zwei Kräfte direct auf. 
Endlich erbält man durch zwei weitere Parallelen wie in den vor- 
hergehenden Beispielen die Kräfte 7 und 8, den Kollendruck und 
den Zapfendruck. 

In der Figur 45 babeu wir dem Rollenkranz seine Grenzlage 
gegeben; bei noch flacherer Rollfläche würde die Kraft 8 mehr als 
um den ßeibungswinkel von der horizontalen Richtung abweichen 
und infolge dessen der Kran, dem Zuge der Last L folgend, 
Ausgleiten. 

Nun sind sämtliche Kräfte, welche am Kran wirken, bestimmt ; 
liinsichtlicb der Wendesäule greifen sie bei der Figur 45 in der 
Reibenfolge (3,4). 5, 4', 6, 7 und 8 an; in dieser Anordnung sind 
die Kräfte durch ein Seilpolygon zu verbinden, damit man für jeden 
Querschnitt die Mittelkraft der ausserhalb wirkenden Kräfte erhält. 
In der Figur ist dieses Seilpolygon gestriclit eingezeichnet; ea 
verläuft von C im Zickzack nach A und von da nach B. In der 
durch die Figur 46 dargestellten Anordnung hat die Säule nur die 
Kräfte 7 und 8 auszuhalten: dagegen ergibt sich für das um- 
hüllende Blechgehäuse, an welchem die Lager für die Rolle C und 
die Seiltrommel befestigt sind, die Reihenfolge (3,4), 5, 7, 4', 6, 8. 
Um die Kräfte in dieser Gnippirung zusammensetzen zu können, 
musste zunächst im Ki'äftepolygou an 5 die Kraft 7 und an diese 
6 angereiht werden; hierauf war das Seilpolygon leicht zu zeichnen; 
SB verläuft von C aus zickzackf^rmig und endigt in der Nähe des 
Boilenkranzes. 

Durch Kräfte- und Seilpolygon ist nun für jeden Querschnitt 
die ausserhalb wirkende Kraft nach Lage und Richtung bestimmt, 
und es ist nicht schwer, aus diesen Kräften die inneren Spannungen 
Abzuleiten. 

Die Strebe 2 in der Figur 43 und die Streben 6 in den Fi- 
guren 45 und 46 werden ausschliesslich auf Druck, das Zugband 1 
in der Figur 44 und die Bänder 5 in den Figuren 45 und 46 nur 
ftaf Zug in Anspruch genommen. Die betrefTenden Kräfte verteilen 
»cb somit gleichförmig über die Querschnitte. Alle übrigen Teile 
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dagegen baben Kräfte auszuhalten, deren Angriffspunkte aiiaaeihalb 
der Querschnittsschwerpunkte liegen, Kräfte, welcbe daher ungleich 
verteilte Normalspannungen und ausserdem zum Teil auch trans- 
versale Spannungen hervorrufen. 

So niiunit der die Last tragende Balken in der Figur 43 an 
dem einen Ende die Kratt L, an dem andern die Kraft 1 und am 
Befeatigungspunkt der Strebe die Kraft 2 auf. Hechts von diesen 
letzteren Punkte büdet L, link» davon 1 die äussere Kraft ; beide 
bewirken sowohl normale als auch transversale Spannungen; durch 
einfaches Zerlegen findet man leicht für jeden beliebigen Schnitt 
die Grösse und den Angriffspunkt der Normalkraft P, sowie die 
Grösse der Scherkraft Q und hieraus nach frfiher gegebenen Kegeln 
die inooren Kräfte. Wird der Balken aus Holz gebildet, ao in- 
teressirt uns (nach Nr. 20) nur das grüsste Biegungsmomi^nt, und 
dieses tritt oll'enbar am Angriffspunkte der Strebe ein. 

Der Pfosten der tlgur 43 wird in seinem oberen Teil durch 
die Kraft 1, in seinem unteren durch 4, im mittleren dagegen 
durch die Kraft L beansprucht; da diese letztere zur Pfostenaie il 
parallel gerichtet ist. so erleidet der mittlere Teil nur normale und 
keine scherenden Spannungen. 

Aehnliches gilt von den iu den Figuren 44 bis 4ii dargestellten 
Kränen. Da wir unseren Figuren keine bestimmten Dimensionen 
und Gewichte zu Gruude gelegt haben, so beschränken wir uns hier 
auf diese Bemerkungen und wuUen in der nächsten Nummer an 
einem speiielk-n Beispiele diese Angelegenheit weiter entwickeln. 



26. 



Constructioii der an einem BIccbkran 
wirkenden Kräfte. 



(Tutel 4.) 
Der auf der Tafel 4 abgebildete Blechkran bildet einen einrigea 
gekrümmten Balken. Da ausf^erhalb der Schnitte, die durch ihn 
geführt weiden, Kräfte von den verschiedenartigsten Bichtungen 
und Grössen wirken, so ist dieses Beispiel bezüglich der Conatruc- 
tion der inneren Spannungen ganz besonders lehrreich. Auf der 
Tafel ist diese Conatruction für die neun mit römischen Ziffern 
bezeichneten, senkrecht auf die Balkenaic gelegten Schnitte dtucb- 
geführt. 
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Die Last L, welche der Kran tragen soll, wurde zu 10 Tonnen 
aDgenomiDen. Der Uakeu, an welchem diese Last hängt, ist oben 
mit einem gezahnten Rädchen versehoD, um das sich eine Gall'sche 
Eette schlingt, die so einen einfachen FlaächenKug bildet. Das eine 
Ende der Kette ist am Kopf des Kraos befestigt, das andere wird 
Termittelet dreier, im Inneren des Krans angebrachter Hollen znm 
Zahnrad de!^ Hebezeuges geleitet, durch welches sie nachgelassen 
und angezogen wird, um sich nachher im Kran selbst zusammen- 
Italegen. Die Drehvorriehtung unten bedarf keiner weiteren Er- 
klärung. Der im Mauerwerk steckende Teil des Krans ist wegen 
Platzmangel kürzer angenommen worden, als es praktisch zweck- 
mässig wäre. 

Nach einer ersten angenäherten Annahme der Gewichte wurden 
die Abmessungen festgestellt und dann die Gewichte der einzelnen 
Teile wie folgt berechnet: 

K Gewicht des Hakens und der Kette 

1 > > Krankopfes jenseits des Schnittes 1 . . 

Krans mit Kette zwischen I und II 
II 

4 ...» . .III 

fi . . . . . .IV 

6 » » . » Hebezeug . V 

■ 7 . » . .VI 

8 . . . . VII 

> . . > VIII 

10 > > . > IX 

Gesamtgewicht j,250 / 
Die Last L mit dem Gewichte K zerlegt sich nun zunächst in 
die zwei Kettenspaunungon S, und S^, die an Stelle von L -{- K 
im Krftftepoljgon (Figur 2) im Massstab 1 ( = 2 mm aufgetragen 
Bud; an diese schliessen sich dann ohige Gewichte 1 bi» 10. Aus 
I der Kettenspannung S^ findet man mm, wenn der ReibnngscoefHcient 
der einzelnen Rollen bekannt ist, alle weiteren Ketlenspannuugen. 
Id nnserem Beispiel wurde die Reibung zu 4 "/o angenommen; es 
verhalten »ich demnach je zwei aufeinander folgende S wie 1 : 1,04. 
Utemnch ist es nun nicht schwer, sämtliche aussprhalb der Quer- 
Khnitte wirkenden Kräfte zu finden. Im Kraft epolygon wird an 
das Gewicht 1 die Krat^ 3^ augefügt, deren Richtung gegeben ist 
■od deicn Grösse sich gleich 1,04 3^ ergibt) dann folgt daa Ge- 
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wicht 2 nnd hicraof der Zapfiradmc^ der zweiten Bolle (Kraft 3') 
als Mittelkraft der Erftfte S, und S, . von welchen letztere wiedenun 
aas ereterer abgeleitet wird. Hieran ^Ui^scn sich die Gewichte 
S asd 4, dann der Dmck 5' der dritten Rolle nnd das Gewicht 5; 
nun ist der Eettenzng .SL anzulegen, welcher vieder in die Verti- 
cale zurückfährt, nnd dann kommen die Gewichte 6 und 7. 

Die nächst« ur Kran angreifende Kraft S^ ist der horizontale 
Druck, mit dem derselbe den Bollenkranz nnd damit das Mauerwerk 
belastet. Dieser Druck wird gerade so wie in der vorigen Nummer 
dnrch Zerlegung der oberhalb vorhandenen Gewichte ermittelt; die 
Lage des Geäamtgewichtes ist jedoch hier, wo ns .sich aus verschie- 
denen Teilen zu^mmetiäetzt. zunächst noch uDbckannt. um sie zu 
finden . sind alle biähär aufgezählten Kräfte durch ein Seilpolf gOD 
verbunden worden; dazu wurde ein beliebiger, dicht über dem Kran- 
kopf wirkender Horizontalschub //angeDommen und mit dt^m Pole 
nach allbekannten Regeln ein Seilpolygon gezeichnet. 7,n dessen 
Erläuterung ist nichts weiter zu bemerken , als dass die Last L 
und das Gewicht A' der Einfachheit wegen ab in ein und derselben 
Verticalen wirkend betrachtet wurden. Die einzelnen Seilpolygon- 
seiten schneiden nun den Horizontalschub in Punkten 1 bis VII. 
durch welche die aufeinander folgenden Mittelkräfle gehen. Speziell 
durch Vll geht die den Schnitt VII beanspiucbeude. rertical gelichtete 
Kraft. Sie trifft diesen Schnitt in einem ebenfalls mit VII be- 
zeichneten Funkte und ist da-ielbst in eine horizontale Componente S^ 
and eine schiefe, durch die Zapfenraitte gehende, Z, zerlegt worden. 

Um nun schliesslich noch für die Schnitte VIII und iX die 
äassere Kraft der Lage nach zu erhalten, haben wir nicht das obige 
Seilpolygon fortgesetat, sondern, was einfacher war. «oten beginnend 
die Kraft Z mit den iu der nämlichen Verticalen wirkenden Ge- 
wichten 10, !) und S Zusammengesetzt, wozu einfach drei durch 
die Zapfenmitte gelegte Parallelen zn den im Kräftepolygon bereits 
vorhandenen Mittelkräften nötig waren. 

Wir kennen jetzt alle ausserhalb der Schnitte 1 bis X wirkenden 
Kräfte und gehen zur Bestimmimg der inneren Spannungen über. 

Bei der Construction der Trägheitsmomente der einzelnen 
Schnitte, der Kurven der rbz und der iJm„ wiederholen sich die 
in der Summer 24 erläuterten Arbeiten. Wir begnügen uns daher 
damit , hier das hervorzuheben , wodurch sich die gegenwärtigen 
Oonstructionen von jenen unterscheiden. 




In <leD Queräcbnitten, welchu in der Figur 3 im Massstab 1 : 50 
ilargestelU sind, wurden alle Blech- und WiiikeleisenJicken gleicb 
l.a nn KDgenocamon. Als Veiwandluiigsbasis ti wurdeu 2,4 cm 
^swaiiit, 30 dass die Jr stets gleich den Laiben Längen der Platten 
und Winkeleisen siml. Die erste Poldiatann b beti-ägt 41*/^ cm, so 
(lass a6 = 100 cjh' wird. AU zweite Poldistanz wurde wie früher 
die halbe Balkenliöhe e genommen. 

Bei der Conatniction der atatisciien und der Trägheitämomeate 
der veisichiedeneD Quersuhnilte beschränkte man steh wegen der Sym- 
metrie durchgehend» auf die Hälfte ; der Abschnitt des zweiten Poly- 
gons ist daher gleich Vs ' und wurde stets mit dem Zirkel vardoppelt. 
In der Figur I wurden nun für sämtliche Schnitte die in den 
ftossersten Kanten wirkenden Normalspannungen bestimmt. Dabei 
hubea wir zunächst die ausserhalb wirkende Kralt je in eine 
Normal- und eine Transversalcomponente, P und fj, zerlegt und 
hierauf erstere nochmals in ein Kräftepaar M und eine gleich 
grosse, im Schwerpunkt angreifende Normalkraft übergeführt. Die 
Tom Kräftepaar oder, wau dasselbe bedeutet, vom Bieguiigsmomente 
in der äussersten Kante des Quci Schnittes erzeugte (Spannung sei 0, 
die von der centralen Normalkraft herrührende ff'. Dann herrscht 
sn der einen äusser.slen Kante die Summe (d + <J'), au der andern 
die Differenz (ff — e') dieser Spannungen. 

K» ist nun wie in den Nummern 23 und 24 J = a bei und 
demzufolge ff <i /> ^ gleich dem Biegungsmomente M der äuasereu 
Kraft; es wurde daher für jeden Schnitt die äussere Kraft in rich- 
tiger Lage und im Massstab 1 / = I mm (also halb so gross wie 
in der Figur 2) aufgetragen, in Normal- und Traptversalcomponente 
zerlegt und erstere aus dem Schwerpunkt des Schnittes projicirt. 
Das Projectionsdreieck stellt dann das halbe Biegungsmoment dar. 
Verwandelt man es tu ein Dreieck, dessen eine Kathete gleich ( ist, 
80 stellt die andere eab dar. Pur den Schnitt V sind die beiden 
gleich grossen Dreiecke schraffirt, für die übrigen Schnitte aber 
nnr die Endpunkte der zur Verwandlung dienenden Parallelen aus- 
gezogen und mit den betreffenden Buchstaben vergehen worden. 
Dh von der centralen Normalkraft bewirkte Spannung wird 

0' = -jp oder, da F gleich a r ist, 
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Diesen Wert haben wir in der Figur 1 für jeden Schnitt auf der 
RirlitungsÜnie der Kraft /"dadurch bestimmt, dsss wir letztere mit 
dfim VerhaJtnia 7,6: '/j'" multiplicirten, wozu ebenfalls zwei pr- 
rallßle Linien ausreichten. Die betreffenden Constnictionslinien eind 
wiederum für den Schnitt V ausgezogen, für die übrigen bloea sn- 
gedeutet worden. 

Nun wirkt in jedem Schnitt auf der der äussern Eraft tuge- 
kehrteu Seite die Spannung a -'r 0', auf der abgewendeteo Seite die 
Spannung ts — a'. Die Werte ö'«A wurden daher mittelst eines 
kleinen Halbkreises auf die Schnittrichtung übertragen und so die 
Werte (ff~i-iS')ab und {o~-a')ah erhalten. 

Fast noch rascher gelangt man zu diesen Werten, wenn man 
Ton dem auf der Seite 56 stehenden Satze Gebrauch macht , dass 
die Uandspanuung gleich dem Kernraoment dividirt durch das 
Widerstandsmometit ist. Zu diesem Behnfe bestimmt man rnnftchst 
für j«leii Schnitt den Kerniadius 
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indem mun (Fig. 3) durch den Bndpunkt von '/« ' ^>»b Parallele 
zum ersten Strahl des ersten Eräftepolygons zieht. (Im Quer- 
schnitte IX ist dieses geschehen.) Trägt man dann die erhaltene 
Strecke in den Schnitten der liMgur 1 vom Schwerpunkt aus nach 
beiden Seiten auf und bildet die Momentendreiecke nicht mit dem 
Schwerpunkte , sondern mit den beiden Kernpunkten , so bekommt 
man durch die Division mit ( sofort die obigen Werte, 

In der Figur 3 wurden nun die verschiedenen Krftfte von dar 
Äie der Querschnitte aus aufgetragen und zwar die {a-i-a')ab 
je oben nach links, die (ö — ö')(Wi je unten nach rechts; dann be- 
stimmen die Verbindungslinien der Endpunkte die an jeder Stelle 
herrschende Normalspannung. Wo diese Linien die verticale Mittel- 
linie schneiden, ist die Spannung gleich null ; durch diesen Punkt 
geht somit in jedem Querschnitte die neutrale Äie, welche die ge- 
drückten Fl&cheneleraente von den gezogenen scheidet. Nach frfiher 
(Nr. 13, Seite 56) ist die neutrale Aie die Antipolare des Angriffs- 
punktes d«r äusseren Krafl hinsichtlich der Centralellipse des Quer- 
schnittes. Dieser Satz kann als Probe für die richtige Constructioo 
der a benutzt werden. Da alle äusseren Kräfte in der Mittelebene 
des Kranes wirken, so genügt ex, zu diesem Behufs den verticales 
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Halbmesser der Centraletlipse zu bestimmen; dieser ist / = yiie 
Bnd wird durch einen Halbkreis, welcher die Strecken k und e über- 
^nnt, bestimmt. Für den Schnitt IX ist auch diese Oonstniction 
insgeführt worden. Trägt man dann i von S aus nach rechts auf, 
80 kann mittelst eines rechten Winkels der zum Angriffspunkt A 
antipolar liegende Punkt iV bestimmt werden. Dieser föllt in 
der That mit dem Nullwert von ff zusammen. 

Wenn man es vorzieht, kann man auf diesem Wege auch die 
«•Linie finden, ohne den von der directen Pressung herrührenden 
Teil 0' zu bestimmen. Man trägt zu diesem Zwecke oben und 
Mlen einfach tf a b auf, verbindet die erhaltenen Punkte und zieht 
darch N eine Parallele zur Verbindungslinie. 

Die punktirten, durch iV gelegten Linien, welche die Norinal- 
ipannungen halbiren, enthalten nun wie früher die Mittelpunkte 
der Halbkreise, welche zur Zusammensetzung der ä mit den r 
dienen. 

Um diese letzteren zu erhalten, wurde ganz so, wie es auf der 
Tafel 3 (siehe die Erklärung in Nr. 24) geschehen ist, durch den 
Pol des zweiten Kräftepolygons eine Linie gezogen, welche mit e 

^ einen Winkel bildet , dessen Tangente gleich y ist, und auf dieser 

Linie der Punkt bestimmt, dessen Abscisse in Bezug auf? gloicb ^, 
gleich der Transversalcomponente der äusseren Kraft ist. Die Ver- 
längerung dieser Abscisse wird dann von den Strahlen dos zweiten 
Kräftepolygons in Punkten geschnitten, deren Abscissen gleich r bz 
sind and durch ücbertragnug mit dem Zirkel zu den mit seh 
(scherende Kräfte) bezeichneten Kurven fiihreu. 

Dm bierans die rab zu bekommen, sind (vergleiche" die vor- 

'fetzte Nummer) die rbz mit — , das ist mit 1, '/, oder '/lo *" 

nultipliciren, je nachdem es sich um den nackten Steg (z = 2,4 cm 
= a). um dessen Verbindung mit den Winkeleisen (s: = 4,8 cm = 2a) 
oder um die Horizontalflantschen der Winkeleisen (z = 24 cm = lü a) 
handelt. Man erhält daher die rab direct in der Verticalen , wo 
man sie nötig hat, indem man durch die EDdpunkte der rbz Linien 
zieht, die mit den Strahlen des Büschels der Figur 4 parallel laufen. 
Diese Parallelen wurden nicht ausgezogen; sie können, falls man 
controUiren will, leicht wieder erhalten werden. Ihre Endpunkte 
I geben mit den Punkten der '/j o ah- Linie die Radien der Halb- 
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kreise, und durch Henintfirechlagen dieser Radien gelangt man zu 
den Kurven der Maximal-Spannungen und -Pressungen. 

Zu gleicher Zeit erhält man hierbei die Richtungen, in welchen 
das Material scherend nicht in Anspruch genommen wird. Pieae 
Richtungen sind in der Figur 3 links auf einer und derselben 
Verticallinie lür alle Schnitte als Kreuzchen aufgetragen worden. 
Nachdem man hierauf diese Kreuze in die Figur 1 übertragen halt«, 
konnten ganz wie auf der Tafel 3 die Trajectorien eingezeichnet 
werden , welche die Kichtung der stärlisten normalen Inanspruch- 
nahme des Metalles angehen. Zwischen den Schnitten VI und VII 
laufen diese Kurven vertical , weil innerhalb dieser Strecke keina 
transversalen Kräfte vorkommen. Zugleich sind die A'-Punkte. in ' 
welchen die a null sind, durch eine continuirlichc Linie verbunden 
worden, welche ziemlich parallel mit der (sUicbpunktirten) Aie dea 
Kranes verläuft. 

Die pmckspannungen auf der inneren Seite des Krans sind, 
wie zu etwarten stand. grOsser als die Zugspannungen auf der 
äusseren Seite ; dem entsprechend übertreffen auch die Kräfte längs 
den Druckkurven im Durchschnitt diejenigen der Zugkurven. Erst«™ 
sind etwas stärker ausgezo^ren wnilea als letztere 

Im Weitaren lassen sich unserem Kräfteplan noch die folgen- 
den Resultate entnehmen: 

Die gröBste aller Spannungen findet »ich im Schnitte V und 
beträgt (bei 10 Tonnen Traglast) M Tonnen anf o* = 100 em* 
otier i),M Tonnen pro nn*: der Kran kannte somit nahezu die 
doppelte Last tragen. Der grösate Wert, den die tranfversile Spat^ 
nung T sunimmt, ergibt sich im Schnitte IX zu 0,15 t pro rm*. 

In allen .Schnitten mit Ausnahme von I und IX tritt die 
grosste Spannung in den äussersten Kanten ein; in den beiden 
genannt«n Schnitten sind jedoch die normalen Spannuut^n ver- 
hält nismässig klein. Es wUrde daher im vorlie{'>nden Falle genügen, 
sich bei der Berechnung der Dimensionen auf die normalen KräfVa 
im Querschnitte zu beschränken. Letztere rühren in erster Linifl 
von den Biegungsmomenten her; doch dürften die von der directen 
Pressung hervorgerufenen Spannungen nicht vernachlässigt werden. 

Die von der Kette herrührenden Kräfte .% bis .% üben zwar, 
da nie in der Nähe der Krauaxe verlaufen , keinen grossen Einflu» 
aus; doch wird es stets ratsam sein, sich von dei-en Bedeutung ein« 
klare Vorstellung su machen, bevor man sich entschliesst , si« tu 



f VernachlässigeD. Ihrem Dasein ist es zum Teil zuzuEclireiben, dass 
I die Spannungen in den Schnitten III bis V höher steigen als in 
I den folgenden, für welche doch der Hebelsaim der Last L grösser ist. 
In der Praxis wird es also wobl iinmet' hinlänglich genau, 
' jedenfalls am l\.iL<1erlichsten sein, nach vorlänlig angeuommeneii Di- 
mensionen das Ki&fte- und Seilpolygon (Figuren 1 und 2) zu eon- 
Btniiren und dann für einige Schnitte, för welche das Moment der 
' Insseren Kräfte gross wird, die Widerstandsmomente, heziehnngs- 
weise die grössten Normalspannungen zu bestimmen. 



27. Die Zng- imd Urttckkurven in cylindrischen Wellen, 

(Tafol 5.) 

Um zum Schluss auub noch ein Bei.spiei von räumlichen (doppelt 
gekiümmtAu) Zug- und Druckkurveii zu behaudehi, haben wir auf 
der Tafel h die betreffenden Constructionon für eine cylindrische 
Welle ausgeführt, die ucbeii ßiegungskräl'ten auch noch Toraions- 
momente auszuhallen hat. Zwar bieten einfach auf Biegung be- 
anspruchte Balken ebenfalls Gelegenheit zum Zeichnen von doppelt 
gekrümmten Trajectorien ; denn wie in der Nummer 17, Seite 72, 
gezeigt worden ist. lässt sich ein solcher Balken den im Querschnitt 
eiistirenden Scbubkurven entlang in dünne Schalen zerlegen, deren 
jede ein selbständiges S,v8tem von Zug- und Diuckkurven besitzt. 
Die verschiedeuen Liniensyateme weichen jedoch von demjenigen der 
Mittelebene, mit dem wir uns bis Jetzt ausschliesslich beschäftigt 
haben, so wenig ab, dass sie sich in der Längsansicht des Balkens 
nahezH decken, Anders liegen jedoch die Verhältnisse bei Balken, 
welche auf Torsion in Anspruch genommen werden, weil die Span- 
nuugätrajectorieu in diesem Falle spiralförmig verlaufen. 

Als Beispiel haben wir einen cylindrischen Balken von 4 cm 
Durchmesser und 15 cm Länge gewählt, auf welchen an dem einen 
Ende eine um 4,r> an vom Mittelpunkt entfernte Transversaltraft Q 
Ton 80 kg einwirkt, während das andere Ende festgehalten oder 
eingespannt gedacht werden kann. Der Balkon bn< daher ei» 
Torsionsmoment von 3,6 mktj und ausserdem ein ßiegungsmoment 
tu ertragen, das gegen das festgehaltene Ende hin allmälig bis auf 
12 mkg zunimmt. 

Diese Belastungs.e.i'.ältnisäe kommen zwar in uer Praxis kaum 
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vor; in der Regs\ wird da, wo ein Torsionsmoment zur Wirkung 
gelangt, das Biogungsmonient mftglifUat erniedrigt, und zwar dadurch, 
das? durch geeignete Wahl der ünterstützungapunkte entweder die 
freie Länge des Balkens beschränkt oder die Trans versaikraft Q auf 
einen kloinen Wert zurückgeführt wird. Um die gemeinsame Wirkung 
von Drehung und Biegung auf den Verlauf der Trajectorien deut- 
lich zum Ausdruck zu bringeu, muästen wir daher zu etwas un- 
gewöhnlichen VßrliältuissPD greifen. 

Nach der Nummer 17, Seite 74, bilden die Schubkurveo im 
Querschnitt, wenn neben dem Tovsionsinomente Mt noch eine Scher- 
kraft Q vorhanden iat, einen KegelRr.huittbflschel, welcher am be- 
quemsten rechnerisch mittelst der Gleichung 

bestimmt wird. In dieser bedeutet c eine willkürliche Constant« 
(den Parameter), /■ den Itadius der Welle «ad q den Hebelarm 
von Q. In unserem Falle ist r = 2 rm und g = 4,5 cm zu setzen. 
Da q grösser als ','^r ist, so besitzt der Büschel keine reellen Grund- 
punkte; es kommen üomtt nur ganze, geschlossene Ellipsen in Be- 
tracht und selbstverständlich nur diejenigen, die innerhalb ies 
Kreises liegen. Zu diesem Zwecke muss (vergleiche Seite 70) der 



Parameter r zwischen 4 — — ]— und - 



' in unserem Falla 



awiwhen — 4l,5ii und — oo liegL-n. 

E:> wird ferner nach früher die A)>scis3e des Mittelpunktes 
einer Kurve (i o 27 
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Auf der Tatel 5i.2 ist der Balken in natürlicher Grösse dar- 
gestellt und es sind nach obigen Zablenwerten sieben Ellipsen in 
den Kreis eingezeichnet worden, davon zwei etwas stärker ; für diesR 
letztem sowie für den Kreis selbst haben wir sodann in den Pignren 4 
die Maximaläpanuuugeu und die dens<>tben ent^precbenden Scbnitt- 
richtungeo coiistruirt. Zu diesem Zwecke wurden diu drei Kurven 
in gerade Linien, das beisst die Oy linderflächen in Ebenen ausge- 
streckt uud als Rechtecke aufgetragen. Da für je zwei zur hori- 
zontalen Mittelebeue symmetrisch liegende Punkte die Schuhspan- 
nungen gleich gross, die Normalspann uugen entgegengesetzt gleich 
sind, sa konnten wir uns darauf heachr&nken, von jeder der abge- 
wickelten Flächen die Hälfte au zeichnen; wir haben die obere 
gewählt; die Kurven der (!„« und a^in passen dann auch ffir die 
untere Hälfte, wenn man sie um die Verticale umwendet, und die 
Zug- und Dnickkurven für die untere Hälfte erhält man sofort, 
wenn man diejenigen der oberen Hälfte um die horizontale MitUil- 
liuie der abgewickelten Fläche umklappt. In der Ansichtsfigur 
bewegen sich die Trajectorien hinüichtlicb der Balkenaxe genau 
symmetrisch. 

Bei der Abwicklung wurden die drei Kurven in beziehungs- 
weise zehn, acht und vier gleiche Teile geteilt und für die Teil- 
pDukte jeweilen die fl, r und Umu bestimmt. 

In der Figur 3 haben wir in flblicber Weise das Trägheits- 
moment des Querschnittes cunstniirt; nur wurde letzterer, um Platz 
SU sparen , nicht in horizontale , sondern in verticale Streifen /er- 
legt, was beim Kreise natürlich denselben Erfolg hat. Als Ver- 
wandlungshasis diente a ^ 2 cm, als erste Polilistanz b = 2,5 em, 
als zweite e = 2 cm. Als Witleistandsmoment fanden wir abt = 
6,25 cm', was mit dem berechneten Werte '/^t /■' = 0,283 ct«^ gut 
übereinstimmt; das polare Widerstandsmoment ist (vergl. Seite 71) 
doppelt so gross, also gleich 12,5 cm''. 

Gleichwie in den vorhergehenden Nummern wurden nun {Fig. 3) 
mit p = 80 kff die r' b z und hiernach die x'ab bestimmt. Von 
O geht wie früher eine schiefe Linie OP aus, deren Neigungs- 
winkel gleich arc tantf j- ist; da wo diese mit dem horizontalen 

Strahl die Kraft (^ einschliesst, wurde eine Verticale gezogen ; 
schneidet auf dieser der Strahlenbüschel aus die r'bs ab; eins 
kleine Multiplication führt hierauf zu den i'ah; die entsprechenden 
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Kurven sind in der Figur 1 aufgetragen ; als Kräftemassatab wurds 
1 mm = 4 kff gewählt. Die Kurve der r ab ergibt sich nach der 
Rechnung (wie beim Rechteck) als eine Parabel, was als Probe 

dienen kann. 

Nach der Nummer 15, Seite 61, stellt nun r' zunächst bloss 
die Verticalcomponente der von i? erzeugten Scherapannung dar und 
ist für eine Kreissehne AB constant; zu dieser kommt noch eine 
horizontal gerichtete Spannung r" hinzu, welche (vergleiche die 
Teittigur 23 auf der Seite 60) so gross zu wäblen ist , dass die 
Mittelkraft beider den verticalen Kieisdurcbmesser in demselben 
Punkte J) schneidet, wie die in A und B an den Kreis gelegten 
Tangenten. Hiemach ist die Mittelkraft von r' und r" für einen 
gegebenen Punkt leicht zu bestimmen ; man braucht zu diesem 
Zwecke bloss ein rechtwinkliges Dreieck zu zeichnen , dessen verti- 
cale Kathete gleich t' und dessen Hypotenuse parallel CD ist. 
Da aber die Kräfte r' a b auf der Tafel horizontal Aufgetragen 
sind, so werdeu <!ie T"iib durch Senkrechte zu CD abgeschnitten, 
wie es für den Punkt C in der Figur 1 gezeigt ist. 

Nun haben wir noch die Torsionsspannungen r, hinzuzufügen. 
Diese tiind dem Radius von C proportional. Im Kreisumfang ist 
diese Spannung gleich dem Torsioosmomente , dividirt durch du 

Ol 
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folglich 



polare WlderstaDdsmomcnt, also gleich 

Diese in der Figur 3 auf einfache Weise beslunuiie oro^su wurde 
als Kathete eines rechtwinkligen Di-eieckes verwendet, dessen Hypo- 
tenuse gleich 3 r ist; nun bat man bloss den Radius des Punktes C 
von R aus mit dem Zirkel dreimal auf der Hypotenuse abzutragen 
und dann den Abstand von der Verticalen Kathete abzugreifen, 
um die in C wirkende Torsionsspan nuug zu erhalten. Fügt maa 
sie noch in der Figur 1 parallel zum Radius au r" an, so bekommt 
man die Qesamtspannung. Wird richtig construirt, so läuft diese 
senkrecht zur Ellipsentangente im Punkte C. 

Diese Construction wurde nun für jeden der Teilpunkte der 
drei stark ausgezogenen Schubkurven wiederholt. Das Ergebnis 
dieser Arbeit sind die in den Figuren 4 links gezeichneten Kurven 
der r n b. Sie zeigen , dasa die Scherspannung In einer und der- 
selben Schubkurve abnimmt, je weiter man sich Tun der Kraft Q 



entfernt. — Um Platz zu sparen, wurden die Spannungen iu der Fi- 
gari balbirt aalgetragen; man hat sie daher im Masastabe 1 mm 
= 8 kg abzugreifen. 

Um sodann die Normalspannungen if zu erhalten, ist zunächst 
die grösste aller vorkommenden bestimmt worden : sie beträgt 



tfoA = 



■- 960 kg. 



Die Hälfte dieses Wertes wurde im Massstab 1 mm — 8 k^ in der 
Figur I auf der horizontalen £j-eist.angente aufgetragen und den an- 
genommenen sieben Querschnitten gemäss in sechs gleiche Teile ge- 
teilt; verbindet man dieTeilpunkte mit dem Mittelpunkte, so schneiden 
die Verbindungslinien auf den Horizontalen durch die Punkte C die 
ntsprechenden 'f^aab ab. Diese wurden in die Figuren 4 über- 
tragen und dort zu den Kurven der '/^Cub zusammengefügt, von 
denen wir in jedem Felde die den Schnitten IV und VII zugehörigen 
jnuiktirtr ausgezogen haben. 

Nun erfolgte ganz wie früher die ConstructJon der Maiimalr 
nannungen veimittelst der bekannten Halbkreise, das Markiren der 
Iteuzchen und das Einzeichnen der Zug- und Uruckkur^'en. Für 
die Schnitte IV und VIT wurden die Kurven der ön,„, für eratere 
■Dcb diejenigen der tfcio gestricht ausgezogen. Zum Schluss wurden 
«nige der Zug- jind Druckkurven in die Figur 2 übertragen und 
dort (die Dnickkurven etwas stärker) voll oder pnnktirt ausgezogen, 
jenachdem sie auf der dem Auge zugekehrten oder auf der abge- 
wendeten Seite liegen, 

IMe grCsste aller Normalspannungen tritt im End(fuerscbnitt 

yil) ein, und zwar fast genau iu den Endpunkten des verticalen 

freiadurchraessers {Punkt 6); sie beträgt nach der Zeichnung, auf 

ib bezogen, 980 kg, auf den Quadratceutimeter somit 196 kg, 

librend wir oben ohne Rücksicht auf die Schubkräfte 960 be- 

fehungsweise 192 kg gefunden hatten. Die grOsste Transversal- 

nnnung (welche bekanntlich gleich der Differenz zwischen ffnu» 

"nnd Vjff ist) findet sich nahezu an der nämlichen Stelle gleich 

490 kg für ab, also gleioh 100 kg für den Quadratceutimeter, 

während die blosse Torsionaspannung nur 29 kg beträgt. Selbst- 

verständlich werden sich diese Zablen je nach dem Verhältnis des 

Biegungsmomentes zum Torsionsmomente von Fall zu Fall ändern. 

Die Zug- und Druckkurven bilden Scliraubenlinien von weeh- 

lodem Steigungswinkel ; da wo sie die horizontale Mittelebene des 




Cyliniiers schneiden, bildeo sie mit dieser Winkel von ib"; in <ier 
oberen Cyliuderbälfte verlaufen die Ziigkurven ßacher, in der unteren 
steiler, die Druckkurven umgekehrt. Beschränken sich die Süsseren 
Kräfte auf ein Torsionsmoment, so werden die Scbubknrven im 
Querschnitte zu concentrischen Kreisen und die Zug- und Druck- 
kurveD zu Schraubenlinien mit dem conatanten Neigungswinkel 
von 45 ". 



28, Die Spannttngstrfyectorien in der Natur. 

Dem Austomeu ist die Tbatsache schon längst bekannt, iasa 
die Knochen des Meni^chen und der Wirbeltiere im Innern an lahU 
reicbcn Stellen ein scheinbar regelloses, schwammiges Qefüge be- 
sitzen. Während die Knocbensiibstanz nach aussen eine dichte, 
compacte Masse daisteilt, löst sie sieb nach innen in einzelne Stäb- 
chen und Blättclien auf. Diese zellon- oder poienförmige Structur, 
die sogenannte Spongiosa, lässt sich schon beim Neugeborenen er- 
kennen, tritt aber bei fortschreitendem Wachstum, während die 
Knorpetsnbstanz verkalkt, immer deutlicher hervor. Bei den meisten 
Knochen lässt sich nun zwar in der Anordnung der Knochen teücbcD 
keine Gesetzmässigkeit herauslesen ; audere dagegen zeigen bei einiger 
Aufmerksamkeit eine deutliche, immer 
wiederkehrende Kegelmässigkeit in der 
Strup.tur der Spongiosa. Am auf- 
fallendsten tritt diese beim mensch- 
^^^^^^^^^^^^^^^1— liehen Oberschenkelknochen auf. Ein 
■ ' ^^^^^^^^B^^^^^ frontaler Längsschnitt durch des^ten 
oberen Teil zeigt unverkennbar, Uass 
die kleinen Knochenstäbchen zwei 
Systeme von gebogenen, sich durch- 
kieuzonden Linien bilden. 

Die Figur 47 stellt in halber na- 
türlicher GrdFise den Schnitt durch den 
Hüftknocben eines 31'jährigen Mannei 
dar.*) MSa sieht, dass die compacts 
Masse des Röhrenknochens nach obes 



Fig. 47. 




*) Diew Figur ut •! 
Arrhitektnr der Knochen i 
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I hin allinälig dünner wird und sich dabei in einzeluo Faseiii auflöst. 
Hehr und mehr zweigen sich links und rechts gelwgene FSden oder 
b&bctien ab uod vereinigen sich zu einem /ellenfönntgen (jerüste. 
Ke Richtung dieser Fäden lääst sich meistens klar erkennen; sie 
"^^verlaufen stellenweise parallel zueinfiiider, dann breiten sie sich 
wieder fächerlSrniig aus und sjialten sich hierbei in zwei oder mehr 
einzelne Zweige. Ueberall aber, wo ein Stäbchen d<ds linksseitigen 
Büschels einem Stäbchen des rechtsseitigen begegnet, da durrh- 
kceuzen sie sich unter rechtem Winkel, so dasa sie zusammen stets 
qiiiidratische oder rei-hteokige Hohlräume bilden. 

Freilich lassen sich nicht sämtliche Fasern bis ans Ende deut- 
lich verfolgen; sie bewegen sich stellenweise etwas unsicher und 
gehen auch gelegentlich ganz verloren; ferner besitzen die einzelneu 
/.eilen keina mathematisch genaue rechtwiaklige Form. Aber wie im 
Wasserfalle die einzelnen Wa-ssertUden sieh durcheinander schlingen, 
und am Kande zerstäuben, während doch die Masse als Ganzes die 
[Aral)olidChe Linie des freien Falles verfolgt, so springen auch in 
der Spongiosa des Hüflknochens bei allen Unregelmässigkeiten im 
BinzelneQ, sobald man das iJanze überblickt, die zwei charakteristi- 
ffihen Kurveusjsteme aufs unverkennbarste ins Auge. 

St'hneidet maJi den Oberschenkelknochen in sagittaler Uicbtung 
fvon vorn nach hinten), so treten die !<ich kreuzenden Linien eben- 
falls zum Vorschein, doch lange nicht so bestimmt, wie beim fron- 
talen Schnitte. Deutlicher zeigen sie sich dagegen, wenn man den 
Knorhcn in der Höhe des Troohanter minor qner durchschneidet. 
Ein weiter oben, durch den Kopf des Knochens geführter Quer- 
schnitt liefert wieder ein unregel massiges Gefftge. 

An den übrigen Knochen des Menschen ist diese Erscheinung 
noch vielfach zu beobachten, besonders deutlich am Fersenknocheu. 
Auch die Knochen der Säugetiere bieten, wie zu erwarten steht, 
■ahlrcicbe Beispiele zu dem gesetzuifissigen Aufbau der zetlea- 
förmigen Masse. 

Da.4 Verdienst, die statische Bedeutung dieser eigentüoilichen 
Anordnung der Knochensubstanz erkannt zu haben, gebührt den 
Zürcher Professoren Hermann v, Meyer und Oulmann. Als eraterer 
im Jahre 1866 in der Zürcher Naturforschenden Gesellschaft einige 
seiner Knochenprflparate vorwies und dabei auf die Architektur der 
Spongiosa aufmerksam machte, da erkannte der anwesende Begründer 
der Graphischen Statik, dasa di*^ merkwürdige Anordnung dieses 
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itellennirtnigeii GebiMes den Spann iin^ti-ajectorieii belasteter BalkeB< 
Mitspreche. Ganz beeduders fiel Culmanu die Uebereiustinunun^; dft 
Verlaufes der Knochenfasern im Olmrschenkel mit demjenigen der 
Zug- und Dnickkurven in einem gebogenen Krane auf, wie eie uater 
seiner Leitung nicht lange voilier gezeichnet worden waren. Der 
Obenichenkel erschien ihm als ein kranförmig geliogner Biilken, 
der an seinem oberen Knde eine ^eitliciie Last, das Gewicht d« 
menschlichen Krirper?, zu tragen hat. 

Sofort lies^ er anf Grund dieser Auffassung die Zug- omI 
Druckkurven in einem Hüftknochen constmiren. tJm dev BedinguBg- 
zu genügen, das» der Querschnitt des Balkens sich nur wenig toi 
allmältg ändern dürfe, wurdai hierbei die dorniurmigen, TrochaotflT 
major und minor {genannten Knochen fortsetze neggolnssen und auch 
das kugelförmige Ende des Knochens etwas modificirt; ferner wuidi 
der Knochen absichtlich nicht als Kuhre, sondern als gescUosBen«' 
homogener Krirper vorausgesetzt, damit es um so deutlicher in ^ 
Augen springe, dans die Anordnung der Knochensubstanz den stau> 
sehen Anforderungen entspreche. Im Uehrigen wurde die Form 
natürlichen Knochens mnglicbst treu naciigezeichnet. Als Belasttu 
nahm man 'Sa Lt/ an und setzte voraus, dass diese sich gleichiSrml 
über eil!« gewiäse Strecke dos oberen Balkenatückefi verteile. 

Der Gang, welcher hei der Cun- 
struction der Zug- nnd Dnick- 
kurven eingeschlagen wurde, itar 
genau deraolhe. wie bei der Uuter- 
sudning des Blechkrans (Tafel t), 
nur mit dein Unterschied, dass hier 
das eigene Gewicht des BaJkeni ver- 
nachlässigt nnd li!o<:s die obgiMianuf 
Last in Berüi-'ksichtigung gczogf« 
wurde. Das Ergebnis dieser Arbeil 
wird durch die Figur 48 dargestellt. 
Von den Zug- und Dnickkurvi'» äioil 
je 10 eing'^zi'gen worden. Man sieht. 
dass ih v Verlauf mit demjenigen iw 
Knuchenfusern in der Figur 4'i ii 
überraschenderweise ubereinstimml- 
Im obereu Teil des Balkens entsteht ein 7,elleuförmiges, die Flflche m- 
füllendes Geffcljo ; im unteren dagegen bilden sich üwei dtuvh eioeii 






ng. 48. 
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leeren Baum getrennte Streifen, in «reichen sich die Kurven dicht 
uieinander heran>lrjngeu. 

So vortrefTltcb nuu alter Conatniflion und Wirklichkeit mit- 
önander übereinstimmen, so »ehr man geneigt wäre, die^ Ueberein- 
stimmung als eine sichere Bestätigung der der Cou3triicti«D za 
Gmiide liegenden Vorauäset/ungen anzusehen , so lassen sich doch 
gegen die Richtigkeit der Annahme, dasä der Hüftknocheu ein kran- 
artig tragender Balken äei. ^'enichtige Betlenken erheben. 

Zunächst niüsste, es, wenn es sich bestätigte, auffallend er- 
Kheisen. d^n die Natur für Zug'- und Dmck Wirkungen die nämliche 
äabst^inz venrendet, nährend wir soui^t für terwhiedene Zwecke 
auch verscbiedebe Mittel in Verwendung finden. 

Sodaun mugs aber namentlich betont werden, dasa der Ober- 
schenkel nicht einfach durch da GL'wieht dea Tiber ihm hehndlichen 
Körpers ätatiacb beeinflusst wird, aondem dass sich au ihm verschie- 
dene Sehnen und Känder anhenen, deren Wirkung durchaus nicht tu 
Tsmochlil-^äigen ist. sondern vielleicht diejenige des K&rpergewichtea 
1 Stärke uot^h ftbertfifft. Diese Sehnen und Bänder greifen jedoch 
n so zahlreichen Stelleu der KnochcDoberfl&che uud in ^ rerschie- 
ener Richtung an. dass man die Aufgabe ab eiu» räainDcbc an- 
I nieben hat; es duiite djiber schwierig werden, sämtliche Eiuflflsae 
in Uechnitiig zu ziehen, ganz abgesehen davon, dsss die vurhandenen 
Krifte beim Liegen und Sitzen. Stehen und Gehen beständigem 
Wechsel unterworfen sind. 

So viel wir wissen, hat Professor Zschokke an der Zürcher 
Tierarzueischule zuerst die Anäicht ausgesprochen, dass im Inneren 
des Knochens keinerlei Ziigwitkungeii vovkommeii, sondern dass die 
Knoc)iensubstanz überall nur Druck^tpannungen auszuhalten habe. 
Damit tiete sclbstveistäudlich die Znlässigkeit unserer oben be- 
schriebeneu graphischen Bestimmung der Zug- und Druckkiirven 
^uzlich dahin. Von Ziigkar\en kr»nnte fiberhaupt nicht mehr die 
Rede s^iu , und es hätte den Anschein, a1:j ob der so iuteresaante 
_ Zusammenhang zwischen der Verteilung der, Knochensubatauz und 
Ldereii .ttatischer Wirkung völlig verloren ginge. 
B Wenn nun auch eine aitfmerkdame Früüing d<^ Sachverhaltes 
iwar noch uitht zu einer luiz weife! hatten Bestätigung der Zschokke- 
scben Behauptung fuhrt, so erscheint diese doch immerhin als 
wahrscheinlich. Zunächst erkennt man bald, da^ü mehrere, in 
Idiarakteristischer Weieo lieanspruehte Knochen (so namcutlich die 





S<]heiikelknochen, die Fussknochen u. a.) von aussen grösstenteil* 
presstsnde Kräfte aiifnebinen , so Uiiss mm mit Sicberheit annebmea 
kaUD, daas ^id ihrem Inneren die Druckspannungen bei weitem über- 
wiegen. Sodann mnss es auffalieji, dass die meisten durch Sehnea 
oder Bänder ausgeübten äiisi^even Kräft-c tangential zur Knochen- 
Oberfläche wirken, und daas da. wo ein Muskel sich mehr oder weniger 
normal ansetzt, stets eine kleine Verliefung oder Au^hfiblnng- 
vorhanden int, deren Grund frei bleibt, während die Seit^nwand di« 
Spannun)^ in transversalem Sinne uufiiiniuit. So lange unn die 
OberSächenkräRe nur normal pressend oder tangential anftreten, 
ist daa ausschliessliche Vorkommen von inneren Üruckspaunungea 
immerhin denkbar. Der Spannungszustand im Inneicn der Knochen 
gehört dann (im Sinne der Nrn. 8—10) zu denjenigen, bei weichen 
der Ordnungskegel des Spaunungsellip^oides imuginfir ist und sitmt- 
liche Spannungen gleiches Zeichen besitzen. 

Damit braucht jedoch die Bedeutung der Knochenfasein in der 
Spongiosa als Spannungstrajectorien diirchaus nicht verloren n 
gehen. Es wäre auch gar zn merkwüruig, wenn diese Fasern gant 
den Gesetzen der Trajectonen folgten, ohne mit diesen irgend einen 
inneren Zusammenhang zu bei^itzen. Das Wahr>;chcinlichste ist viel* 
mehr, dass die Spongiosa wirkliciie Spaunungskurveu darst«^llt; nnr 
sind diese, entgegen der früheren .\nsicht,' keine Zug- und Druck- 
kurv«D, sondern ansschli esslich Driickkurven. 

Ob es je gelingen wird, diese Kurven auf Grundlage gegebener 
Süsserer Kräfte zu bereclmen «vier zu zeichnen, lässt sich t^chwer 
sagen. Die Aufgabe ist KweifelloH eine sehr schwierige nnd ver- 
wickelte nnd mit unseren heutigen Kcnntni:«seD und Hülfamitteln 
kaum diircb führbar, seibat wenn uns die wirkenden Kräfte ihrer 
Grösse nach bekannt wilreu. 

Nur vorübergehend sei noch ilie Frage gestreift, wie die be- 
sprochene Erscheinung erklärt werden könnte. Soll man die eigen- 
tümliche Anordnung der Knochenmasse als ein zufUlliges Gebilde 
ansehen, das sich im Kampf ums Dasein als das zweckmässigste 
erhalten hat und sich nun von Geschlecht zu Geschlecht vererbt? 
Oder entstehen die Kurven in jedem Individuum immer wieder auft 
ueue unter der Wirkung bestimmter äusserer Belastungen? Im 
letzteren Falle müsste man sodann noch den Gründen nachforscheo, 
weshalb die Knochensubstanz mh gerade in den Linien stärkster 
Pressung ablagert. Diese Fragen zn beantworten, kann zwar nicht 



Aufgabe der graphischen Statik sein; doch köunen wir nicht umhin 
XU bemerken , dass die fröhzeitig , sogar schon vor der Geburt Iw- 
ginueude Ausbildung der Spoiigiosa nicht notwendig gegen die 
iw*ite Annabme spricht. Denn wie schon oben bemerkt wmde, 
wird der menschliche Oberschenkelknochen nicht erst beim Stehen 
und Gehen von än<:seren Kräften in An^prncb genommen, sondern 
sobuld die Muskeln und Gelenkbänder in Thätigkeit treten, und 
bekanntlirli geschieht dieses schon im embryonalen Zustande. Man 
wird überhaupt annehmen müs^L■n, dass auch im Zustande der Ruhe 
gewisse Kräfte vorhanden sind, dio sich gegenseitig das Gleich- 
gewicht halten; dabei bilden die Knochen die Druck-, die Muskeln 
und Bänder die Zugorgane. Bei körperlicher Anstrengung treten 
beide Teile in stärkere Wirkung. Bewegung dagegen entsteht, wenn 
das Gleichgewicht irgendwo gestört wird. 

Das Thema ist jedenfalls interessant genug, um statisch ge- 
bildete Anatomen zu eiu.^ehenderem Studium anzuspornen. — 

Unwillkürlich drängt sich Einem schliesslich noch die Frage 
auf, ob die Spannungskurven nicht auch an anderen Orten in der 
Nutur sichtbar auftreten. In ho auffallender, schöner Weise wie in 
den Knochen sind sie bis jqtzt nirgends anl'gefnnden worden. Da- 
gegen zeigen sie sich , freilich aus weit einfiicher zn erklärenden 
Gründen, hei den Gletschern (vgl. A. Heims Handbuch dt>r 
Gletscherkunde), häufig auch hei der Bewegung von Erdmassen. 

Dn wo im Inneren des Gletschers Zugspannungen eutstehen. 
vird die Zugfestigkeit des Eises bald überschritten; es entsteht ein 
iBiss, dessen Fläche auf der Kichtung des grössten Zuges senkrecht 
steht; die Oletschorspaiten folgen somit der Richtung des grössten 
Druckes. Am deutlichsten treten in dieser Hinsicht die Querspalten 
>«berha)b der Gietseberatörze und Jic Handspalten auf; letztere bilden 
mit der seitlichen Grenze des Gletschers Winkel von annähernd 
45 Grad, wie es sein iniiss, wenn bloss transversale Oberflächen- 
kräfte thätig sind. Andrerseits bilden sich im Kise unter dem Ein- 
flüsse grösierer innerer Druckspannungen die sogenannten blauen 
Blätter auS; dies>^ stehen auf der Kichtung des grössten Druckes 
normal, laufen somit in der Richtung der Zugkurveu. 

Selfcst verständlich liegen die Verhältuisse an den Gletschern 

tht so klar, weil diese sich in heständigt:r Bewegung befinden und 

Riclitungen der entstandenen Spalten und blauen Bänder sich 

ilmälig ändern. Wollte man den Zusammenhang dieser Er- 




Bcheintiagen mit den iuneren Kräften genaiu^r sfndircn, so miisste 
man sie stets liei ilirem ersten Enttitelien im Auge fa^<ien. 

Die Riclitiin^ der Spultcu und dtü- blauen Schicbtuit auf matbe- 
matiüchem Wege aus den Kr&tlen abziileilen, durfte zur Zeit schwer- 
lich gt'liugeti; denn abgesehen dnvon, dnss die Coostruction der 
Uanptaien des SpannungseUi|isoide8 (vgl. Nr. 9) eino hßohst om- 
ständlicbe Arbeit ist, wiaseu wir auch über die öröfse der lieibnngs- 
kräft,e, welche bei der Gletschi-rbowegung yowohl am Onmde als 
auch im Innern des Eises auftreten, vit^l zu wenig, um mit einiger 
Hoffnung Huf GeÜDgen die Aufgabe in Angriff nehmen i\x kOnneu. 

Zu einigen Hemerkungen über das AnftrHen Am Spaiinuuga- 
kurven in bewegten Erdmassen wird df r dritte Teil dieses 
Werkes Gelegenheit bieten. 



29. Spannnngen, welche die Elasticitätagreuze 
ül)ersch reiten. 

(Tafel 2.) 

In allen bisherigen Betrachtungen übei' diM Glcicbgewicht 
swischen äusseren und inneren Kräften ist vurausget^etzt worden, 
dass die elastischen Formändeinngeu der Korperelemrnto den auf 
sie einwirkenden Spannungen proportional seien. AVie schon in 
der Nnmmer I bemeikt worden ist, behalt dieses Gp.^ta nur Ih- 
in einer gewissen Grenze seine Gültigkeit; steigt die Spaunuuj 
über diese Grenze hinaus, so wächst die Foimätideiuug rascher all 
nach tiem Geaetz der Proportionalität zu erwarten wäre. 

Schon seit längerer Zeit ist es iu der BRut*»clinik üblich ge- 
worden, die Formänderung der Materialien bei Branspructaunge&f 
wokhe ilber die Elasticitätsgrenze hinausgebiin , durch Tmchüjfitg 
eines Diagrammes darzustellen, dessen Abscissen den elastischen 
Ausdehnungen und dessen Ordlnaten den spannenden Kräfti^ti eatr 
sprechen. So lange beide Werte einander iToportioual bleiboo, 
steigt die Kurve (siehe Figur 49) geradlinig in die Habi-; bei der 
Elasticitätsgrenzo angekommen biegt sie sich ab, wird aUm&lif 
Bacher, verl.luft gewöhnlich nncb eine Strecke weit heinahe horf- 
soutal und bricht dann plötzlich da ab, wo die Hmn^|iruchang iS» 
Fesligkeit überwindet und der Bruch des Vcriuihsstubes eintritt 
Streng genommen sollte die Kurve ohne Unterbvechr.iijf; wieder fftlln' 
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lind zur Abscisse mnickkehreii ; doch kann der absteigende Zweig 
bei den gewöhnlichen Methoden des ExperimeDtirens nicht immer 
bestimmt wertien; aiu-h ist er hei den meisten in Frage kommenden 
Materialien nehr ^tei) und f^llt daher nicht stark in Betracht. 

Hei dpr JBchwierigkeit, mit 
'*■■ " welcher die Mt^sHung der 

elastisfhen Verkürzung bei 
Druekvorsuchon verknüpft 
ist, hat man sich bis dahin 
fast nur mit dem Diagramm 
für Zugbeanspmcltungen be- 
fasst; es lässt sieb jedoch 
annehmen , dass das Dia- 
gramm für Druck, wie die Fignr 49 es zeigt, annähernd gleich dem 
ersteren verläuft. 

Unter dieser Vorausaetzung soll nun an einem Schienenprcifil 
gezeigt werden, wie in einem gegebeneu Falle der Znsiunmenhang 
zwischen den inneren Spannungen und dem Momente der äusseren 
Kraft graphisch hestimintr werden kann. Da es immöglich iftt, die 
Spannungen direct anzugeben, die einem gegebenen Momente ent- 
aprechen, so muss der umgekehrte Weg eingeschlagen werden; mit 
anderen Worten, es muss das Qiierscbnittsprofil mit dem Diagramm 
in eine bestimmte Beziehung gebracht und hierauf da£ Moment 
ermittt^lt werden , das der betreffenden Spannungsverteilung ent- 
spricht. Wir setzen dabei wie in der Nummer 13 voraus, dass ein 
Querschnitt, der vor der Biegung eben ist, es auch nach derselben 
hieibt, mit anderen Worten, daas die Verlängerungen n«d Ver- 
kürzungen der einzelnen Fasern deren Entfernung von einer neutralen 
Äse proportional sind. 

Die bei reft'enden Ooustructionen sind auf der Tafel 2 in den 
figuren G — 11 ausgeführt worden. Das Diagramm ist dort (Fig. 11} 
vm 90" gedreht worden, ao dass diu Spannungen durch die Abs- 
nssen, die elastischen Verlängerungen und Verkürzungen durch die 
Ordinaten dargestellt Kind. Krf^terp sind, auf den Quadrat centimet^r 
bezogen, im Masiistahe W = 1 c,n aufgetragen; letztere entsprechen 
einem Stabe von der Länge / = 3U ni. Sämtliche Längen, sowie das 
Schienenprolil sind jedoch in halber natürlicher Grösse aufgetragen. 
Der Querschnitt ist zunächst ao gelegt worden , dass sein 
Schwerpunkt mit dem Nullpunkt d^s Diagramms zusammen tUlU. 




— 136 — ^^ 

ScNlann wurde er in üblicher Weise in 20 horiaonUlfl Streilini ^ 
t«ilt; die Inbalte dieser letzteren iriirdeii auf die Basis » — 2,6 tm 
reducirt und die Resultate der Vcrwandlmig (jeweilen der viert* 
Teil der Streifenläuge) alg terficales Kräftepoljgon {Fig. 10) mit 
dem Fol 0, aufgetragen. Die Poldistanz b wurde gleich 7.69 cm 
genoDiDien. so daas das Produkt n h «ich gleich 20 et>f ergab. Durch 
die Schucrpuiifcte d«r f^amellen wurden hierauf horizontale I.inion 
gezogen und deren Schnittpunkte mit deiu Diagraom) als ÄDgriffs- 
punktti für die Kräfte jr der Figur lf> gewählt. Das entsprecbeiide 
Seilpoiygon (Figur 11 oben) enthält somit in seinen verticalen Ab- 
schnitten die Produkte jr.6, und zwar ist, wenn diese Abschnitte 
mit j» bezt-ichnet werden, jr.o = b.j» und hiernach, da jf 
= a .Jr ist. jF. o ^ u .b. js. 

Wirkt auf den Querschnitt, wie vorausgesetzt worden, nur ein 
BieJ;u^g^:mo Dient und keine Normalki-iifi, s^i muss die Suinnie aller 
jii gleich null sein: ist letzteres nicht der Fall, so hat man das 
Diagramm (o'ler anch das Frolil) durch Probiren so weit in verticaler 
Richtung zu verschieben, bis diese bedingung erfallt wird. In 
unserer Constriiction war jedoch die^e Aenderuug unnötig. 

Nun wurden die ja wieder als Kiäite, die in den Schwer- 
punkten der Lainelbia in horizontaler Richtung wirken, angesehen 
und mit Hülfe des Poles Oj zusammengesetzt. Die Seiten des sich 
ergebenden Seilpolygons (Figur 9) stehen auf den Strahlen aus 0, 

senkrecht und schneiden auf der j:-Axe die Werte j fi = ab, 

worin 1/ die Kntfemnng einer Lamelle von der x-Aio bedentet. 

Nennt man den Gesamtabschnitt ft. so ist das statische Moment 

der inneren Kräfte 

M = ^ jF.fi . ij = 2(t .h . JS . ij = a .b .c .li. 

Dabei raitss /* im Massstab der abgegriffen werden. Da «6 = 

20 t/n*, /? = 8 cm. m = 3,28, so ergibt sich für den auf der Tafel 

dargestPllten Fall ,, ._,. 

M = 525 rmt. 

Da das Widerstanilsuionieut des Schietien|irofils (vergleiche die 
Figuren 1—4 der Tafel 2) 154 c;w* beträgt, so würde die Span- 
nung, wenn sie proportional y zunähme, in der Sussersten Faser 

den Wert -t—t = '^,41 ( erreichen, wahrend sie sich jetzt nur 
154 

gleich 3,0 ( ergibt. (Dss Moment vpn .525 cmt entsprioht dem 



iten Biegangsmoment« , welches sich einstellt, nenn man die 
ihiene auf 1 m frei legt und in der Mitte mit 21 / belastet.) 

Will man die Beanspruchung des Querschnittes für verschiedene 
erte von M kennen, so hat man Jas Diagramm für verschiedene 
Stablängen l zu zeichneu und die Construction zu wiederholen : d»s 
Diagramm wird hierbei einfach vertital verzerrt. Genauere Resultate 
erzielt man jedoch, wenn man das Diagramm unverändert lässt imd 
dagegen das Querschnittsprofil Tertieal lerzerrt, das heiast die Al*- 
stände der Horizontalen durch die Lanjellen-Scb«eriinukte von dpr 
T-Aie in irgend einem festen Verhältnis Tergrössert oder verkleinert 
und damit auf dem Diagramm die neuen Angriffspunkte der jr 
bestimmt; die dx läsat mau jedoch ütets in denselben Honzontaläu 
wirken. Mau erhäH. auf diesem Wege eine Eeihe. von zusammen- 
gehörenden /^ und ö, wobei stets das Produkt (thefi das Biegung?- 
moment darstellt, und kann diese beiden Werte als Abscissen und 
Onlinaten auftragen. 

Es ist dies für drei weitere Fälle geschehen ; doch sind die 
lietreffenden ConHtriictiouslinien wieder ausgelöscht und bloss die 
n iind ff in der Figur 7 zu einer Kurve zusammengetragen worden. 
Diese Kurve steigt, so lange nur Spatmungen innerhalb der Elasti- 
«titsgrenze in Betracht komuieu, geradlinig an; dann biegt sie sich 
leicht ab. Setzt man voraus, das» eine Spannung von 3,6 ( den 
finii'h des Kisenx herbeiführe, so entspräche diesem Werte ein 
Biegungsmomeut von ab.e.n = 20.8.4,22 = 075 cnit. Die 
Spauiiung, welche sich ergibt, wenn man die gewöhnliche Biegungs- 

formel anwendet, beträgt dagegen ö = -7— = tv: = ^i^'' U 
n Ol 154 

il» 21'/y% mehr. Man erkennt hiernus, dass die aus Biogungs- 
Tereuchen ermittelten FestigkeitacoeFlieienten mit den aus Zug- 
rersiichen abgeleiteten nicht wohl übereinstimmen können. — 

In unserer Construction sind die jr zuerst mit den tf und erat 
duin mit den y multiplicirt worden. Handelt es sich bloss um die 
Bestimmung; der Momente für verschiedene Spannungen in der 
änsserslen Kante, so ist es praktischer, die je zuerst mit den y 
and dann mit den zu multiplicii'en, weil in diesem Falle das 
erste Seilpoljgon nur einmal zu zeichnen ist. Der von uus einge- 
schlagene Weg wird jedoch notwendig, wenn man, wie es von vorn- 
herein unsere Absicht war, auch die im Querschnitt herrschenden 
Tranaversalkräftü bestimmen will. 
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Wir nehmen an, der Querschnitt werde von einer in der y-Axe 
liegenden Kraft Q beansprucht, so dass das Biegungsmoment, wenn 
man von diesem Querschnitt su einem um ^o; entfernten übergeht, 
um 

j M ^ Q . jx 

7unimmt. Dem entsprechend werden sich auch die Normalspan- 
nungen von einem Schnitt zum andern vergrC^ssern ; die Znnalune 

von <T betrage für ein beliebiges Flächen- 
element, dessen Ordinate gleich // ist, j6. 
Wie bereits oben bemerkt wurde, entspricht 
einer Aendemng des Momentes eine verticale 
Verzerrung des Diagramms. Bückt man nun 
(Fig. 50) jeden Punkt dieser Kurve um eine 
kleine Strecke, die der Ordinate desselben 
proportional ist, gegen die horizontale Axe, 
und bezeichnet man diese Strecke mit <$ . y, 
wobei S ein sehr kleiner , aber constanter 
Factor ist, so wird hierbei jedes (f um die 
Strecke 

vergn^ssert. Wir erhalten somit die Gleichung 

j M ^-:r 2 Jh\j6 .y = S 2^ jF.y^.tiga = Sa :S jr.y^.cUfa. 

Logt nuui nun (Taf. 2ii) in den frühem Angriffspunkten der jr 
Tangenten an <l]\s Diagramm und lässt die ^r in denjenigen Punkten, 
in welchen diose Tangenten die a^Axe schneiden, wiederum als verti- 
cale KrÄfto wirken, so erhält man das Untere Seilpolygon der Fi- 
gur 11, dessen Abs«*hnitte auf der y-Axe 

b 

sind. Tonstruirt man dann noch mit Hülfe des Poles 0'^ ein viertes^ 
Polygon (Figur 8)« in welchem die js* als horizontale Kräfte wirken^^ 
so erhält nuni als Abschnitt zwischen der ersten und letzten Seit^ 
die Strecke 

r ö .c 




c 



\ 



-^ li — - y j r , fr . fig «. 



Vergleicht man disson Ausdruck mit dem nben filr j M zugestellten, 
so bekommt man 

aM = Q.jx = 8 .a.b.c{ß—fi-). 
Legt man nun dnrch die Balkenscheibe von der Dicke 4x einen 
horizontiilen Selmitt, beispielsweise an der Grenze zwischen der 
dritten und vierten Lumi^lle, so wirkt in diesi^r SchnittSäche eine 
horizontulc Schubkraft T, die gleich der DtlTeieuz der Mormalspan- 
nungen ist, welcho oberhalb der Schnittlinie (also in den Lamellen 
1 bia 3) auf beiden Seiten der Scheibe ani^eifeu ; es folgt äaher 

T = S jF.ja = S .a ^ Jr.y .ctga 

«der, wenn man den oben ffir js' gefundenen Ausdmck berflck- 
Bchtigt, 

r -= S .a .h 2{js — js'). 

Setzt man endlich noch, indem man die Schubkraft T i'iber die 
genannte Schnittfläche gleichförmig vorteilt und die Breite des 
Profils an der iKitreffendeu Steile wie. früher mit z bezeichnet, 

T = r.z.jx. 
ao folgt r — und unter Benätzung obiger Beziehung für j M 



z.eiji—^') 

Dieser Ausdruck für die im horizontalen Schnitt wirkeniie Schuli- 
spannnng gilt bekanntlich auch zugleich für die im Queri^chnitt in 
Terticaler Richtung herrschende Spannung. 

Der Äusiiruck l'ür i lilsst sich nun leicht conatruiren. Da die >*, 

Q 

eine Lunge; sie ergibt sich, wenn man Q = 10.5/ (der Hälfte 
von 21 () anniTumt, m = ä-..- = 0,795 r.,i\. Es ist daher 

. l,ljt> 

0,795 » , 

^ I 
Subtrahirt man die Sj& und i'js' für jede Lamellengreuze 
mit dem Zirkel voueinandev und trägt (Figur 6) die Differenzen von 
der veriiealen Axe aus nach rechts auf, so ergeben den-n End- 
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teiw «rgsbn uA dir Enra dn grtata 
^pnektpumuigtm («„■ a^ d;^) fir «ehidb Sdaitte. 
vir lack 

t TOB 52S «h( die iblKkea Vnk^ntsfoniteln \b- 

. du beiast Tonusetzt. da» iKe Spa— ngtn noch iooer- 

I der Klartkrtatagreatt liegen. Die bctnM t ad n Eairea äad 

I der F^r S gestikht augeu^m uid «ekhm toq den entarei 

! Biekt unwaenUidi wb. — 

Wir nod hei der Torstelw»leD Cooftnution tob der AnnahoM 

Ui;«gugeD, da3s die Audebniiag des Materials der EntfcrQuii; 

I «Der neutralen Axe proparüooal sä. Ob diese Annsbme bei 

liOebentehreituDg der EIastieitdtsi;reDEe oorh xsTerliäfige He^uitai» 

liefert. kjMi ckur dorch das Ei^rimeiit ent^bieden werden und 

Btag einüt weilen bezweifelt werden; docb 3t«ht dbs, wenn mün die 

Torliejjeiide Aufgab« öberbaupt in Angriff nebmen will, fcein aDderer 

Weg tn ihr^r Behandlung ofT^n. Wird die obgeaannte Voraus- 

sKzuni^ dl' zulässig angesehen, sO geblattet das graphische Ver- 

fübren, wie lÜ««« N'uiomer zeigt, eine verbiltnismäs^iig leichte uud 

einfache Beantwortung der einschlägigen Fragen und dürfte dfr 

Rechnung bei weitem vorzuziehen sein. Das hier erläuterte Ver- 

fabicu gewinnt aber namentlich dann an Wert, wenn es sich um 

>'n)gon der Bieguüg^ifeatigkeit für ein Material (wie zum Beispiel 

OuwH'rfn) handelt, dexM-n Spannnngsdiagramni auch unteihalb der 

KltiHticitätsgrenze, das heisst in seiner ganzen Ausdehnung krumin- 

linig verläuft. 



Viertes Kapitel. 
Elastische Formänderungen. 

30. Die Elasticitätscoefficienteii. 

Scbon in der Nummer 1 ist erklärt worttun, daäs wir unter 
SlasttciUt fester KOipei deren Rigenscliaft verstehen, unter detu 
Einflüsse äuanerer Kräfte Pormändeningen aiunnehmen, wdihc nach 
Eiitfeniiiujr der Kräfte ganx oder teilweise wieder verschwinden. 
8d lange hierbei die inneren Spaiinungeu eine gewisse Gven:te, die 
Elasticitätsgreoze, nicht überschreiten, sind die Formänderungen den 
wirkenden Kräften nahezu pioporti'jnal. Der Zweck dieser Niiinmer 
besteht nun darin, das Verhältnis der ionereD Kräfte zti den A^rn- 
derungen der Form einjchender tm besprechen und Methoden eu 
tnlvrickeln, welche uns gestatten, die Formändernngen ganzer Balk*"« 
teichDeri3<-h zu bestimmen. 

Wie sich bei den inneren Kräften normale und transversale 
^Innungen unterscheiden lassen, ao sprechen wir auch von Nor- 
- und Transversal-Elasticität. 

Qnter dem Eintlnss normaler Kräfte verwandelt sich ein ur- 

sprüuglicn würfelförmiges Element (Fig. 51) in 

ein rechtwinkliges Parallelepiped, dessen Höhe 

grösser und dessen Breite kleiner ist als die Seite 

des Wflrfels. Transversale Spannungen dagegen 

führen den Würfel in ein schiefwinkliges Paral- 

, i ^ - jj lelepipwl über , dessen Seiten (bei Vernach- 

I .'' \ i *. läsdigung von unendlich kloinen QrJiBseu zweiten 

s / ':. I : Grades) denjenigen des urdprüngücben Würfels 

' /— 4,.-l';i i gleich sind (Fig. 52). 

Das Verhältnis der Spannung lEUr Form- 
ändenmg wird nun durch Coelficienten auge- 
geben, welche wie die Spannung selbst in Kräften pro Flächen- 
einheit gemessen werden. Macht man die Seite des Würfels fFii,'. ül) 



Via. 51. 



f- 

V 





gleich 1 and nennt die Strecke, um welche die rerticale Aas- 
dehnung zUTiitnmt, A, so ist diese Strecke der Spannung ff 
proitortioiial und das Verhältnis tieider, nämlich 
Fig. S2. 



fSr Noimalelasticität oder kurz den Elasti- 
citätsmodul (/•,"). Ebenso wird bei einer Bean- 
spruchung auf Schub (Fig. 5'2) die Verschiebung v 

der einen Griindfläcbc gegenüber der anderen der 

Spannung r proportional sein ; das Verhältnis — 

wird Coefficient der Transversale) asticität oder kurz Gleitmodul 
(<?) genannt. In Worten anageiiriickt; Der Elasticitätemodul 
(heziehungaweiae fileitinodul) ist gleich der spezi- 
fischen Spannung diridirt durch die spezif isilie Ver- 
längerung (beziehunga weise Verechi«;bung). Auch kann 
man sagen: Die Verlängerung (leziehungs'weise Ver- 
schiebung) verhält sich zur ganzen Länge wie die 
spezifische Spannung zum Elaaticilätsmodul (be- 
ziehungsweise Gleitmodul). 

Die Grösse f.' kann verbal tnismässig leicht dnrc^h Versuche 
bestimmt werden ; sie ergibt sich für die üblichen VTalzeisen- und 
Stahlsorten als ziemlich con<itant; bei den übrigen Baumaterialien 
dagegen ist sie je nach deren Natur schwankend. Die esj^erimenteUe 
Bestimmung des Gleitmoduls O jedoch bietet Schwierigkeiten, ao 
dass man es bis jetzt vorgezogen hat, diese Orfisst" auf Umwegen 
oder auf Gnmd theoretischer Erwägungen zu ermitteln. Professor 
Clebsch schlägt in seiner Theorie der Elaslicität hierzu folgenden 
Weg ein. 

Bezeichnet man (Fig. 51) die Abnahme der Breite, welche der 
Würfel unter dem Einfluss der Normalkrat't ö erfahren hat, mit fi, 
so beträgt der Kauminhalt des Elementes nach der Eormändernng 
(1 r-A) (l — /()* oder . nuter Vernachlässigung von Produkten 
höherer Ordnung, 1 -f- A. — 2/t. Da nun das Volumen des Ele- 
mentes jedenfalls nicht kleiner, sondem eher grösser geworden ist, 
80 mus3 A ~ 2^ positiv oder A grösser als 2>i sein. Der Wert>« 
liegt also zwischen und 7-^- 

Den Vorgang bei der Formänderung des AVQrfels kann man 
sich sodann folgendermassen vorstelleu. Teilt mau den World 



Pig. 53. 
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darch Ebenen parallel zu deti beiden Diagonalehenen in kleine 
fiUbcben von qnadratischom Qnerscbnitt, ho stehen die .SeitenlliVben 
dioder Stäbchen unter dem Einfliias von Spannungen ff«, 
wenn die Diagonale des Quadrates mit n bezeichnet wiiil 
(Fig. 53). Zerlegt man diese Spannung normal und 
parallel zur Seitenfläcbe, so ist die auf eine Quadratseite 
treffende transversale Spannung gleich J' Vgtfa oder, 
auf die Flächeneinheit bezogen, r = '/,a. Unter der 
Wirkung dieser Spannung gebt das Quadrat in ein l'i 
rallelograuim über; aus den rechten Winkeln werd<-n 
ttcbiefe Winkel, und zwar ändert sich der rpclite 
Winkel (wie in der Figur 52) der Spannung t enti^prechend um 



Winkel V, »'■ Setzt man nun aus den deformirten Quadraten wieder 
die üesamtligur zusammen, so erhält man das gestrichte Rechteck 
der Fi^ir 'A, dessen Diagonalen »ich ebenfalls um '/^v gedreht 
haben. Mnn ist aber in dieser Figur 

tang (45 + %y) = y^- = j^;^ 

and hiernach, wenn man Produkte der unendlich kleinen OrAssen 
gtreictat, 

y = X +>. 

?iihrt man den obigen Wert von v ein, so ei^ibt sich 
G = 



2(A-h^ 



oder, da o auch gleich \E ist 



r-K. 



ist oben gezeigt worden , daas 'ft zwischen (I und '/« ^ li*g* : 
daraus folgt, dasa G zwischen ^I..K und '.',1/' liegen muss. 

Dos ViirliältniM der Ijängsausdelmung A zur Quercontraction ;j 
wird in den Lehrbüchern über Klasticitätsthoorie vielfach mit t 
'bezeichnet; alsdann wird 



G - 



-~E. 



2(1 +f) ■ 

t ist für verschiedene feste Kftrper eiperiraentell bestimmt worden 
und hat sich dabei meist ab zwiscbea 3 und i Uogeud heratit'- 




I Wiliii TiWTtiiiiirMj,!« latem, aWl ^r S^rra taaaige oder 
mhirffriew Siractar fentaL 61fattchen»üe tencbea «ü 4k 
böJea Wate ia mmmmim ^»am AmwmHa^n m der B^ n>r 
ftr fWF Wetn^B. Uraebtlxk der Stradxr des lUlerält itkh 
gleick Mahafc tiiiili^E. * **» ^<« ÜBtencUeöe for ans wenig 
I W«(t bataau Tidtek dirim wir weh tw der 6leit- 



EUstidtit »leehea (da bei»t G = k uMbwn) ond nu inf 
£e US der Kfri-Cbetteita «abfn^esdee Vennaaderaiiai 




31. Formfindenine eines Balkpoelementes 
uater difm Einflnss t-mer Nonualkraft P. 

Bei den meistm Aofcxb». die sieh ia der Statik drr Bao- 
cuDstnicti«nen dirbietett. ^enöft ^ ri^ sow^ bei ier BestiuimuD<,' 
Jer iiuia'«n Spsanmigea Ha »mth bei der DntnstadBng der Eksli- 
ciUitsverhältiiiAsr »af halkemföriBig« E&rrei, das beisst auf solche 
Körper tu besdirinken , die «m aasgespnwlieae lAngsausdebnuit^ 
besitzen and dcreo Qoenchaitte sich nicbt weseotlicfa äodMu. 

Wir b^tracliteo nun wie in der Nummer 12 ein Balkeaelemmt, 
das durch iwet benachbarte Qoersehnitte b^renit witd. uod fragen 
ans, in welcher Weise sich dessen G«stalt Qnt<r der Wirkung 
äusserer Kräfte verändert. Wie in der genannten Nnrnmer gezeigt 
wurden ist. ki>Qiien die änsäereo Kiifte stets in iwei Krftfle F 
und (J übergeführt werden, ron denen die eine zom Querschnitt 
nttrmal steht, wälireud die andere tn der Ebene des Querschnittes 
liegt. {Siehe Fig. 17, S. 49.) 

Laut unseren an jener Stelle gemacht«n Annahmen bewirkt 
nun die Kraft P, dass sich der eine Querschnitt gegenüber dem 
anderen um eine in der Schnittebene liegende Aie dreht, welche 
hiudichtlich der Centralellipäc zum Angriffspunkte A der Kraft «nti- 
[.dlar liegt. Ferner fand sich (S. 54) die Spannung im Schwer- 





• iBokte S des Qnerschiiitt«s a, = -^. Neunt iuud nun die Länge 

1 Elemeotes ds, so verlängert, beziehungsweise verkürzt sich 
Ptgmit die Scbwerpanktsfaser Dach dem Satz auf der Seite 142 um 



die Strecke 



F. E 



Bezeichnet man ferner, wie es in der Figur 18 



(Seite 52) geschehen ist, den in der Richtung .45 gemessenen Ab- 
itaud der neutralen Axo mit n , so ist der Winkel , um welchen 
sich die Linie AS dreht, gleich der durch n dividirten Ver- 
Uagerqng der äebwerpunktafaser, oder 



ili aber p ,ti ^ 



i f i!t (vgl. S. 55), so folgt 



.E 



J .K' 



\ 



den Winkel zu finden, um welchen sich der ganze Querschnitt 
dreht, hat man dt durch sin w zu dividiren, wobei w den Winkel 
iiti«heu,lS und der neutralen Axe Ijedeutet: der Drehungswinkel 
^ Querschnittes wird daher erhalten, wenn man im obigen Aus- 
drurk für d 6 die Längen p und t nicht parallel zu A ä', sondern 
senkrecht zur neutralen Axe misst. 

Obige Formel gilt fnr beliebige Angriffspunkte der Kraft /*. 
Flllt letzterer speziell mit dem Schwerpunkte zusammen, so rückt 
die neutrale Axe ins Un^ndliehe und der Winkel jS wird (da in 
diesem Falle das Moment M verschwindet) gleich null; das heissl 
liifl Drehung des Querschnittes geht in eine Parallel verschiahung 
<lber. Die Grösse dieser Verschiehung findet sich dann einfach gleich 

Bezeichnet man den Krümmungshalbmesser der elastischen 
Linie (s. Nr. 35) mit p, so ist q . jS '^ js, somit 

, Jtf.p = J.E, 
das beisst, das Produkt aus dem Krümmungshdbmesser und dem 
Biegungsmomeote ist dem Trägheitsmoment des Querschnittes pro- 
portional; bei constantem Querschnitt ist der Krünlmungsradiug dem 
BiegnogBiDomeute umgekehrt proportional. 



I 





QJI -- 



j, = - 






Nimmt man gleichförmige Verteilung der Kraft $ an, so wfrg 



Falle Q = T. F ist, gleich 

Q.Ji 

F.O ' 
Dag Verhältnis heider Werte wollen wir in <ler Folge mit x 1 
zeichnen; dann ergibt sich 



und Q . js 

'"' = '■ -TG- 

DerCoefficientÄ fürdie QuerverscMebuoe i'it, wie man leicht 
erkennt, nur von der Querschnittsfoim abhängig und läast sich für 
einfachere Figuren leicht berechnen. Er ergibt sich ststs grösser 
als Eins und zwar beispielsweise für das Rechteck gleich */&. fRr 
Kreis und Ellipse gleich '7,. Für complicirtere Figuren kann man 
zu seiner Bestimmung folgenden graphischen Weg pinschlagen. 

Man teilt die Qiierschnittstigur in horizontale Sti-eifen ein, 
bestimmt mittelst zweier Scilpolygone das Trägheitsmoment und 
hierauf unter Annahme einer beliebigen Kraft Q die Kurven der 
tAz und Tat. (Vgl. Tafel 2, Fig. 1 — 4.) Hierauf verwandelt 
man die Flälchenstreifen der r t j auf eine Basis a', fügt die er- 
haltenen Strecken als verticnle Kräfte aneinander und zeichnet mit 
der Polweite 11 ein Seilpolygon, indem man die Kräfte in den 
entsprechenden Funkten der Kurve rab angreifen l&sst. Dann 
schneiden die Seilpolygonseiten auf der verticalen Ate die Werte 
rbz . jy Tab «6* 

schnitte, im Massstab df^r Krftfte abgegrilTen, ist somit 



■ jF ab. Die Summe sämtlicher Ab- 



u'U 



2;"T*.^F, 



und hieraus folgt mit Rücksicht auf obige Gleichung der gesuchte 
Coefßcient _ a' FHK 

"- nb*(^* ■ 





Fr 54 



Macht man H gleich der Summe sämtliclier Kräfte, das heiast 

Bleich S '- — ~ = — -. HO wird einfacher 

" a' a' 

Lfgt man überdies der Constrnction der Kurve ihz nicht eine Kraft 
Q m Grunde, sondern trügt einfach die Werte Sja oder Sg^ als 
Abst^issen dieser Kurve uuf, so ist dies (vgl. S. 101) gleichbedeutend 
mit der Annahme ^ = -—; dann wii'd 

_ bFK _ iif 

" ~ J ~ f* ' 
Dieser Weg ist der bequemste und einfachste, wenn man die Scher- 
spannangeh nicht zu kennen wünscht ; K hat man jedoch jetzt nicht 
mehr als Kraft sondern als Linie abzugreifen. 

Kine leicht fassliche Vorstellung von 
der Grösse des Verschiebungscoenicien- 
ten erlangt man ferner , wenn man 
die r in irgend einem Massstabe senk- 
recht zum. Querschnitt aufträgt; dann 
bestimmen ihre Endpunkte eine krumme 
Fläche, die mit der Grundebene das 
Volumen Keinsehliesse. Ist .S' {Fig. 54) 
der Schwerpunkt dieses Körpers und a 
seine Entfernung Tom Schwerpunkt S 
der Figur, so ist 

und hiernach, da zugleich K = ^ ist, 
» y 

Für ein Eechteck wird die Kurve der r zu einer Parabel 
■'(vgl. S. 89). die krtimme Fläche somit eine cylindrisch-parabolische; 
T, die grösstc aller Spannungen, so ist hiemach V= -/^Ft, 
I 8 = 7s ^»: 6ä ergibt sich somit, wie schon oben bemerkt wurde, 

Fftr ein T>oppel-T-Protil verläuft die Kurve der Schnbspan- 
^ungen innerhalb des Steges nahezu geradlinig und lUllt im Kopf 




and Fiiss rasch beninter; (vg). die Textfigur 41, S. 95. und di« 
Fignren 3 — 5 auf der Tafel 3). Nennt man den Flächeninhalt des 
Kopfes wie früher f , , denjenigen des Steges F, und die Spannung 
im Schwerpunlite r,, so ist nabe/u V = F^r, und die Streck» 
g = Vj't. Obiger Coefticient ergibt sieh demnach angenähert 
— ^^^ = 2/''.V,T. ^ F^ 
* — V ~ h\.T, ~ f\' 
das heisat gleich dem Gesarntquerschnitt dividirt durch den Steg- 
querschnitt; sein genauer Wert ist stets etwas kleiner und lässi 
sich zeichnerisch unschwierig bestimmen (vgl. Nr. 30). 



33. Vereinigte Wirknug von P und 0. 

In den beiden vorhergehenden Nummern habe» wir die elaatt* 
sehen Formänderungen eines Balkenelementes unter der WiTbiny 
verschiedener äusserer Kräfte einzeln untersucht. Es ergab sich, 
dass die Normalkraft P, wo sie auch liegen möge, eine Drehung 
des einen Querschnittes gegenüber dem andern um die Antipolar» 
des Angriffspunktes von P hinsichtlich der Centralellipse des Quer- 
Bchnittes bewirkt; der Drehungswinkel ist, wenn 3/ das Moment 
von P hinsichtlich der Schwerpunktsaxe und Jiäs Trägheitsmoment 

M js 

der Figur bedeutet, j5 = ■ /. -. Die Kraft Q sodann haba 

wir in ein Kräftepaar Mi und eine parallele, gleich gro.'Jse, durcl 
den Schwerpunkt gehende Kraft wrtegt; ersteres erzeugt eine Drehuai 
des einen Querschnittes gegenüber dem anderen um eine auf dei 
Schnitte seukrecht stehende Axe. Die Lage dieser letzteren und d« 
Drehnngswinkel lassen sich im Allgemeinen nur für einfache Figurc 
genau angeben; bei doppelt symmetrischen Figuren geht die Aj 
mitürlich durch den Schwerpunkt. Die nach dem Schwerpunkt ve\ 
legte Kraft Q endlich erzeugt eine Parallelverschiebuug des eine 

Querschnittes gegenüber dem andern von der Grösse jq = x~—js 

worin x einen nur von der Querschnittaform abhängigen FacW 
bezeichnet. 

Angenommen nun, es sei möglich, den Einflnss des TorsionS 
momentes auf ein Balkenelement zu bestimmen, so lässt sich die^ 
Einflnss stets mit der Wirkung der durch den Schwcrpunh 
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fcenden Kraft Q »ereinigen, und zwar erfolgt hierbei als Geswnt- 
negung eine Drehung iim eine parallel verschobene, auf dem 
dinitte senkrecht stehende Aie. Wahrscheinlich gibt es sogar 
Be, nur von der Qiieischnittsfignr abhängige Ellipse, hinsichtlich 
Klcher der Drehpunkt nnd die Scberkraft antipolar liegen. Man 
kBntite sie die 'roi-sions(>lli|ise nennen. Dann lässt siiih sugen: Die 
Konnalkralt dreht um ihi« Anlipolare hinsichtlich der Oentral- 
«Uipse nnd die Transversal kraft um ihren Antipol hinsichtlich der 
ToTäionsellipse. 

Die beiden Axen, um welche die KrQfte f und ^ Drehungen 
kewirkeD, können sich nun schneiden oder auch nicht. Schneiden 
it sieh, so lassen sich die beiden Drehbewegungen in eine einzige 
fereinigen. Man betrachtet zu diesem Behufe die beiden Drehnngs- 
«inkel als Erftfte, die in den beiden Aien liegen, und bestimmt 
■e Mittelkraft; die Lage dieser letzteren gibt dann die neue Dreh- 
! und ihre Grösse den Drebwinkel an. Schneiden sich dagegen 
! beiden Axen nicht, so kann die Bewegung des Querschnittes 
fcht als einfache Dreiiung dargestellt werden, sondern muss als 
Trauben he wegnng angesehen werden. 

Die beiden Drchaxen schneiden sich, wenn die Kräfte /'und ^ 
tride durch den Schwerpunkt gehen, ferner wenn Pden Querschnitt 
fai einer Axe der Centralellipse trifft und Q mit dieser Axe zu- 
ttnmentUllt. ebenso wenn /'durch den unendlich fernen Punkt einer 
ntipsenaxe geht und Q zu dieser Axe parallel lAuft; endlich wenn 
t Kräfte unendlich fern aind. In allen diesen Fällen schneiden 
All auch die beiden Kräfte. Ausserdem können sich die beiden 
iieo sehneiden, ohne dass die Kräfte eine in die Augen springende 
ipfnelle Lage haben. 

Bemerkenswert ist, dass die Drehaxen sich nicht immer schnei- 
tei, wenn die Iteiden Kräfte es thun, wie man leicht versucht ist, 
H termuthen. Fällt zum Beispiel die Kraft Q mit einem Durch- 
KiMser der Centralellipse (aber nicht mit einer Axe) zusammen, 
•Ütend f den Querschnitt im unendlich fernen Punkt dieses Durch- 
Irifft. so geht die Drehaxe von V durch den unendlich 
•fnian Punkt des senkrechten Durchmessers; die Drehaxe von P 
J*^«h ist der conjugirte Durchmesser. Dieser Fall tritt ein, wenn 
•in horizontal gelagerter und vertical belasteter Balken eine schief 
Wwnde Centralellipse besitzt. (Vergleiche die Figur 33 auf der 
wte 87.) Solleo die Formänderungen eines solchen Balkens be- 
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stimmt worden, so ist ea wohl am einfachsten, die Drehung, welche 
P bewirkt, in eine Di'ehang mit verticaler and eine mit horizontaler 
Drehaie zu zerlegen und letztere mit der von Q bewirkten Drehung 
zu TPreiiiigen. — 

In der Praxis kommt der Fall am häuBgsten vor, dass der 
Allgriffspunkt von Pin einer Aie der Centralellipse 
(sagen wh- der vertical stehenden) liegt und Q mit dieser 
Aie zusammenfällt: dann lassen sich die Wirkungen beider 
auf die folgende Weise vereinige». 

Die Kraft P dreht um die AntiiKiIare ihres Angriffspunktes, 
um die horizontal liegende neutrale Axe. Die Drehaie von Q ist 
die unendlich ferne Gerade der zu Q senkrechten Ebene. Beide 
Bewegungen vereinigt ergeben eine Drehung, deren Aie man erhält, 
wenn mau die neutrale Axe in horizontaler Richtung verschiebt. 
Die Grösse dieser Verschiebung ist gleich der durch Q bewirkten 
f^uerschnittsverschiehimg, dividirt durch den von P erzeugten 
jq _ Q .Js , M.J" 
JS ~ ^ F.O ' J.E 
Qi'jtE 



Drehungswinke], also gleich 



oder da 



M = Pp-aTiAJ = Fi* ist, gleich 




PpO 

Es stelle 1 



1 die Figur 53 
die Längi^ansicht eines Balken- 
elenaentes js dar, welches durch 
zwei unendlich benachbarte Quer- 
schnitte begrenzt wird; S sei 
dessen Schwerpunkt und II die 
liussere Erai't. Dann bewirkt die 
Normalcomponente P eine Dre- 
hung uro die Aie iV, welche zu A 
antipolar liegt ; fügt man die Wirkung von Q hinzu, so vei-scbiebe 
sich diese Axe um obigen Wert nach D. Nun verhält sich 



P:Q = BS:A8 = BS-.p; 



es ist daher B S = 



i'p 



und folglich 



.0^(^/):BS 



Da nun nicht nur die Horizontale durch 7> zu A, sondern auch die | 
Vcrticale durch D zu B involutorisch liegt, so ist D der Aoti> 
pol der Kraft R hinsichtlich einer Ellipse mit dem | 





Mittelpunkte <S und den Halb äsen lund 



m- 



man noch, dasä das Moment M nicht nur gleich Pp, gondern auch 
gleich Er ist, so kann man zusammenfassend sagen: 

»Die Äussere Kraft fi dreht den einen Querschnitt 
gegenüber dem anderen um dein Winkel aS = - -- ^, -t 

worin M ihr statisches Moment hinsichtlich des 
Schwerpunktes, j s die Länge des Balkenelemeutes 
und J das Trägheitsmoment des Querschnittes be- 
deutet; der Drehpunkt ist der Antipol der Kraft II 
hinsichtlich einer Ellipse, deren kleine Äxe sich 
mit der verticalen Axe der Centralellipse des Quer- 
achnittcsdeckt,u nd d eren gvosseAiesich zurkleinen 
Axe verhält wie \ xE : \ G. 

Die neue Ellipse, welche uns bei dieser Aufgabe so wesentliche 
Dienste leistet, wollen wir in der Folge zum Unterschied gegen die 
fi-üher genannten Ellipsen die <£lasticitätBellipse> des 
Balkenelementes nennen. Wir werden von ihr und dem obigen 
Satze in allen unseren Untersuchungen über elastische Form- 
finderungen ausgiebig sten Gebrauch machen. 

Das Verhältnis y kE: \G lässt sich für gegebene Quei-schnitts- 
figuren stets zum Voraus berechnen; setzt man (nach Nr. 30) 
O gleich Vq E, so wird das Aienverbältnis der Elasticitätsellipse gleich 
J/2,&«, oder (vgl. S. 148— 150j für rechteckige Querschnitte gleich 
1,73, für Icr eisISrmige gle ich 1,G7. für doppel-T-förmige annflhernd 
Öesamttläche 



gleich 1,6 |/^ 



— - -. Bestimmt man k für uuregelmässige 

Stegfläche 

Frofilformen zeichnerisch nach dem auf der Seite 148 angegebenen 
bK 



Verfahren, wobei man m 



ärh&lt, so wird die horJKontale Halb- 



. K und kann direct 



aie der Elasticitätaellipse i' = i y^—^ ~ 

bestimmt werden, ohne dass man vorerst den Factor h aufsucht. 
Will man bei der Bestimmung der Formänderungen den Ein- 
0083 der Kraft Q vernachlässigen, so hat man einfach G = oo zu 
Betzen, das beisst die horizontale Aie der Elasticitätsellipse ver- 
echviDden zu lassen. 




J 







Uf*kt 
m initt Hek fiSeät aar Ae flAbaätige PcjiaxM g 
u m A f rm dauxit aach der tnb ixw^m liegCBie fiilfceBtca ^5 
4» Pütt />. 4m ABÜpri der Knft £ kiHkkftS^ 
ellifH« 5. Der Fiukki ^ bevegt ath hioM m 
4«SKft llh:4!J(^uikt io D liegt. Du jeöack der Drehogsviakd 



j6 = 



am^erordnüieh kldii ist. » kisBOi wir an die 



f^MU: de» BoptfMüik^ die Tangeste aelm od »gn, der PimU A 
feriehkb«^ seh «enkietht zu AD aark ^' an die Strecke 

R.r.AD.js 



AA' = AD.jS = 



J.IT 



Legt man ferner dorth ^ eine bdieiag geiidrtete Axe Ax 
and zerUgi die Verrncknng des Pnnktes A paralld aad nonnal zu 
dieser Aie, bo TerkiU sidk wegen Aehnlickkdt der betreCendea 
Dreiecke die Parallekoniponente, das beisst die Yerrd^aag in der 
Biebtang der jr-Axe 

jx: AA' = d: AD; 
es M daber 

R . r .d.js 



jz = d.jd = 



J.i: 
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Diesem Ausdruck lä.<<st sich nun ein Begriff unterschieben, 
welcher der Theorie des Trägheitsmomentes und der Centralellipse 
ebener Figuren entlehnt ist. Bekanntlich ist das Centrifugalmoroent 
einer ebenen Figur hinsichtlicli zweier Axen gleich deren Flächen- 
inhalt, multiplicirt mit dem Abstand des Schwerpunktes von der 
einen Axe und mit dem Abstand des Antipols der ersten Axe von 
der zweiten. (Vergleiche den ersten Band von Culmanns Graph. 
Statik, 2. Aufl., Seite 404.) 

Betrachtet man nun die Grösse —, — rr als den Inhalt einer 

Figur, deren Centralellipse mit der Elasticitäts-Ellipse S identisch 

ist , so ist r .d . -v-^ nichts anderes als das Centrifugalmoment 

dieser Figur in Bezug auf die Richtungslinie von R und die Axe Ax. 
Den Wert -7-77 wollen wir in Zukunft das c elastische Ge- 

wicht» oder kui*z das «Gewicht» des Balken dementes nennen 
und mit jG bezeichnen. Dann kann man sagen: 

Belastet mau den Schwerpunkt 6* des Balkenele- 
mentes mit dem Gewichte -n-r, und weist diesem die 

Elasticitätsellipsc als Centralellipse zu, so dreht 
sich das Balkenstück .1 .9 um einen Winkel, welcher 
gleich ist der Kraft R mal dem statischen Momente 
des Gewichtes in Bezug auf die Kraftrichtung, und 
der Punkt ^ verschiebt sich in der Richtung der a^-Axe 
um eine Strecke, welche gleich ist der Kraft ß, mul- 
tiplicirt mit dem Centrifugalmomente des Gewichtes 
hinsichtlich der Kraftrichtung und der r-Axe. 

Denkt man sich nun den ganzen Balken AB in unendlich 
kleine Elemente von der Dicke js zerlegt, die sich sämtlich unter 
dem Einfluss von R deforniiren, so summiren sich ihrer Kleinheit 
wegen die einzelnen Drehungen und Verschiebungen : der Winkel, 
um welchen sich der Querschnitt A dreht (während B festgehalten 
wird), ist gleich R mal der Summe der einzelnen statischen Mo- 
mente, und die Verrückung längs der x-Axe gleich R mal der 
Summe der einzelnen Centrifugalmomente. 

Diese beiden Summen bestimmt man am leichtesten dadurch, 
dass man die einzelnen Gewichte mit ihren Centralellipsen zu einem 
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Gesamtgewichte mit eotsprechender Ellipse vereinigt. Der hierbei 
einzuschlageode Weg ist der nämliche, welcher zur CoDstruction der 
Centralellipse iiiEammengesetzter Figuren dieot. Im Allgemeinen 
wird man zu diesem Zwecke in der graphischen Statik am besten 
Seilpolygone verwenden, aus. welchen sich auf bekannte Weise der 
Schwerpunkt und die Trägbeits- und Centrifugalmomeute für zwei 
Schwerpunktsaxen ergeben, (Vgl. Nr. 116 und Taf. 13 in Culmanns 
Graph. Statik.) Wir werden im Abschnitt, über den elastischen 
Bogen auf diese Arbeiten zuröckkommen und setzen hier zunächst 
voraus, es sei die Elasticitätsellipse des ganzen Batken» auf irgend 
eine Wei.se bestimmt worden. 

Ist dann (Fig. 56t die ausgezogene Ellipse mit dem Mittel- 
punkte S' diejenige, welche sich bei der Vereinigung der Einzel- 
ellipsen ergeben hat, und bezeichnet man das Gesamtgewicht S(jG) 

= si I kurz mit G, so ist, nach den oben ausgesprocbenea 

Bezieliungen dea Centrifiigalmomentes zur Centi-alellipse, der Dre- 
hungswinkel des Querscbuittes A gegenüber B 

S = R.G.r' 
und die Verschiebung das Punktes Ä lüngs Äx 

X = R.G.r'.d-, 
wenn D' der Antipol der Kraftrichtung bezüglich der ausgezogenen 
Ellipse ist. 

Die Richtung der ^-Axe ist hierbei ganz beliebig; wir kOnnen 
sie auch durch D' fuhren; dann verschwindet d' und mit ihm x; 
die VerruckuDg von A in der Richtung AD' ist somit gleich null; 
mit andern Worten, A bewegt sich in einer Senkrechten zu AD'. 
Führt man sodann d]o Axc senkrecht zu A D'. so ergibt sich die 
Vert^rhiebnng x gleich 6 . A D'. Wir können somit auch im Blick 
auf den ganzen Balken den Antipol von R als den Punkt ansehen, 
um welchen sich der Endquerschnitt dreht. 

Hpannt man den Balken bei A ein und l&sst das Ende B sich 
bewegeu, so bleibt die Ellipse die nämliche ; der Punkt D" ist also 
auch in diesem Falle Drehpunkt. 

Alles zusammenfassend, gelang<.'n wir nun zu folgenden interes- 
santen und wichtigen Resultaten : 

Belastet man die Schwerpunkte der Balkenele- 



meiite mit den Gewichten 



JE ' 



weist ihnen ihre 



I 



lEiasticitätsellipäen als Centralellipsen zu und ver- 
einigt sämtliche Ellipsen zu einer Gesamtellipse, so 
Tollzieht das eineBalkenende gegenüber dem andern 
eine Drehung um den Antipol der äusseren Kraft hin- 
Hichtlicb derGesamtelHpse; derDrchungswinkeJ ist 
gleich der Kraft mal dem auf die Kraftricbtung be- 
zogeneu statischen Momente dea G eaaratgewichtes, 
und die Verrflcknng des einen Balkenendes längs 
einer beliebigen Aie ist gleicb der Kraft mal dem auf 
die KraftrichtuQg und diese Aie bezogen«?D Centri- 
fugulmomente dea Gesamtgewichtes. 

Hieraus lassen sich aüfort folgende zwei Spezialfälle ableiten: 

Steht ein Balken unter dem Eintlusa einer unendlich kleinen, 
unendlich fernen Kraft (eines Kräftepaares), so drebt sich das 
Balkenende um den Mittelpunkt der Elastlcitätsellipse und der Dreh- 
winkel ist gleicb dem statischen Momente der Kraft mal dem elasti- 
schen Gewichte des Bitlkens. 

Geht die Kraft H durch den Mittelpunkt der Ellipse, so voll- 
xiebt das Balkenende eine Parallel bewegung senkrecht zu dem der 
Kratl conjugiiten Durchmesser. (Die Bewegung ist hierbei nur danu 
zur Kraftrichtung parallel, weun R mit einer der Ellipsenaien 
xiisammenfUUt.) Die Grösse der Bewegung ist gleich R mal dem 
auf die Kraft- und die Bewogungsrichtung bezogenen Ceutrifugal- 
mumente; letzteres berechnet aich entweder mittelst des Autipols 
der Bewegungarichtnng oder dadurch, dass uiau in den Endpunkten 
des zu U conjugirten Durchmessers je die Hälfte des Gesamtgewichts 
concentrirt denkt. (Vergleiche Seite 405 in Culmanus Graphischer 
Statik.) 

Interessant ist auch, dass das Balkenende eine Ellipse beschreibt, 
w&brend sich die Kraft um einen Punkt dreht. Denn verlegt man 
hierbei (Figur 57) die Kraft parallel zu zwei aufeinander senk- 
rechten Äxen Vy und Vz in je zwei Seitenkräfte, so entsprechen 
diesen zwei Verschiebun^scomponenten parallel zu zwei bestimmten 
Richtungen A i/' un<l .-i r', welche senkrecht sieben zu den Ver- 
bindungalinien des Punktes A mit den Antipolen Z>^ und D, von 
Vt/ und yz. Da nun die Verschiehungscoraponenten den Kraft- 
componenten proportional bleiben und letztem Hje lanfenden Co- 
ordinaten eines Kreises sind, ao bilden die Versehiebungsoomponenten 
die Coordinaten einer zum Kreise in affiner Verwandtschaft stehenden 
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Kurve, also eines Kegelschnittes, und zwar sind in diesem die lücU- 
tiinj^en Ay' und Ay einander conjugirt. 

Jedem Paar rechtwinkliger Äieu durch T entspricht hierbei eio 
Paar conjugirter Durchmesser der Vcrschiebungsellipse; ein^m spe- 
ziellen Paar entsprechen die Ellipsenaien, woraus folgt: Die beiden 
Kraftrichtungen, welche die grösste und kleinste Verschiebung be- 
wirken, (wir wollen sie Hauptrichttingen nennen), stehen aufeinander 
senkrecht. 




I<iegt V in der Antipolaren von A. so verschwindet die eine 
EUipsenase und A bewegt sich, wahrend die Kraft um T'sich dreht, 
in einer geraden Linie. 

Anstatt die Bewegungen des Punktes A zn verfolgen, kann 
man auch irgend einen andern Punkt W in Betrncht ziehen, der 
mit dem Eadquerscbnitt A durch einen starren, unelastischen Stab 
verbunden ist. Alle bisher abgeleiteten Gesetze gelten ohue weilen-M 
.tuch für diesen neuen Punkt, um dieses einzusehen, braucht man 
bloss den Verbindungsatab WA als eine Fortsetzung des Balkens 
anzusehen und ihm ein unendlich grosses Ti-figheitsuioment (oder 
auch einen unendlich grossen ElasticitStscoefficienten) bei/ulegeti; 
dann wird sein Gewicht null und die Elasticitätsellipse bleibt die 
gleiche wie vorher. 

Denkt man sich nnn (Figur 58) zwei Punkte 1' und H' durch 
solche unelastische Stäbe mit A verbunden, so bewirkt eine um V 
sich drehende Kraft eine Verschiebungsellipse um iV. Lässt man aber 
die Kraft auf W einwirken und verfolgt die Bewegungen des 
Punktes V, so beschreibt auch dieser eine Ellipse. Diese beiden 
Ellipsen sind, wie Herr Privatdozent Dr. Forchheimer zuerst nadi- 
gewiesen hat, congment. 

Lässt man nilmlicb ein Paar aufeinander senkrecht stehender 
Strahlen um Fsich drehen und projicirt deren Antipole aus IT, so 



'. erliäit mui in W einen inYo1ut«ri»chen BüBuhel; das Kechtwinkel- 
pnar desselben stellt die Aien der Verschiebimg:8el]ipse jrdar und 
die entsprechenden Strahlen durch T enthalten die beiden Kraft- 
ricLtangeu, welche in W-' das Maiimum und Minimnm der Ver- 
schiebung erzengen. Bestimmt man nun umgekehrt die Antipole 
der um H^ sich drehenden rechtwinkligen Strahlen, projicirt sie 
aus V und bestimmt in dem hier entstehenden tnvolutorischen 
Büschel das Kechtwinkelpaar, so fällt dieses mit den vorhin be- 
stimmten Hanptriehtungen zusammen. Denn wenn Va und Vb 
die Kraftrichtungen für die Verschiebungen KV und W'6' sind, 
80 enthält Wb' den Antipol von Va und Wa' denjenigen von Vf>. 
Daraus folgt aber nach der Polarentheorie, dass auch Va den Anti- 
pol von Wb' und Vb de;ijenigen von Wn' enthält. Die Senkrechten 
zu Va und Vb sind somit die Verschiebutigsrichtungen für die 
Kraftrichtungen H'«' und IVb' und, da sie aufeinander senkrecht 
stehen, zugleich die Axen der Ellipse. 



Fit'. 58. 




V Die beiden Rauptrichtungen der Kräfte und die Ellipsenaxen 

H decken sich somit gegenseitig. Dass aber jetzt die Ellipsenaiien 
' gleich gross sein müssen, folgt einfach aus dem Umstände, dass die 
Verrückungen den Centrifugalmomenten des Stabgewichte.9, bezogen 
auf Kraft- und Verschiebungsrichtung proportional sind. Die Ver- 
rflckung, welche IK in der Richtung W«' erleidet, wenn eine 
Kraft in der Richtung Va wirkt, ist daher gleich gross wie die- 
jenige, welche V in der Richtung Va eriahrt, wenn die nämliche 
W Kraft den Punkt W in der Richtung nach a' angreift. 
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Dreht skh die Knft um doi PmiU F, so bewegt sieh ihr 
Antipol inf der Antapolirai Ton F, und ll»t man iwei auftinante 
s«ikreclit stehende Strahlen un Fsieh drelieii, ao bflden deren Antipob 
eine isTdatorisehe Reibe. Xnn gibt es stets zwei (znr Antipohren 
Ton V STmmetris^h Hegende) Punkte, t<hi welchen ans diese Id- 
Tolntion durch rechte Winkel pnjidrt wird. FAr diese beiden 
Punkte stehen daher simtliche eonjngirte Dorchmesser der Ver- 
schiebnngstellip» aufeinander soikrecht,- das httsst die Versehiebungs- 
ellipse wird für diese bdden Pnnkto nm Kreise. 

Andererseits geht die Ellipse (wie sebon Mher bemerkt wurde) 
in eine gerade Linie über, wenn der Punkt IT auf der Anti- 
polaren von V liegt. 

Femer ergibt sich leicht . dass die Verschiebungsellipsen flr 
alle Punkte W (bezw. 1^ der Ebene ocngment werden, wenn der 
Punkt V (bezw. n*) mit dem ^Httelpunkte S der Elasticitätsellipse 
zusammeniällt. — 

Hinsichtlich der Bestimmung der ElastidtätselUpsen ganzer 
Balken sei noch Folgendes bemerkt. 

^yie schon gesagt« werden hierxu im Allgemeinen Seilpolygone 
verwendet. In dem Falle jedoch, wo die Axe des Stabes geradlinig 
und sein Querschnitt constant ist« lisst sich die Ellipse wesentÜcb 
einfacher bestimmen. 

Die Ellipsen der einzelnen Balkenelemente sind nämlieh in 
diesem Falle sämtlich congruent und ihre Mittelpunkte li^en snf 
einer Geraden. Daraus folgt, dass (Figur 59) die kleine Halb- 
axe 1. der Gesamtellipse gleich derjenigoi der Einxelellipsen ist 
Die grosse Halbaxe i, Jagegen findet sich durch folgende Rechnung. 
Das Tr&gheitsmoment des ganxen Gewichtes, bezogen anf die 
verticale Axe durch ^»^ ist nämlich nach der in der Kgur 59 do- 
geschriebenon Bezeichnung 

oder, wenn man jG = -j—p' ^ ~ 2jG = . „ setit, 



J.E ' J.E 

voraas sich , wenn man von — -3- bis -f- -5- summirt, ergibt 
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Bildot man dataer eia recfatwiDkligos Dreieck mit den Katheten 
y '/,, a und 1', so stellt desHen Hypotenuse die grosse Halbaie der 
jQesamtellipse dar. 

Fig. 69. 




Bei langen, schniilen Stäben überwiegt hierbei die erstere 
Kathete eo sehr, dass man die letztere vernachlässigen aad einfach 

,-, = yis = 0,289 s 
setzen darf. 



35. Die elastische Linie gerader Balken. 

Die Kurve, in welche die Aic eines geradünigen Balkens Aber- 
geht, wenn letzterer sich uiitor der Wirkung äusserer Kräfte verbiegt, 
nennt man seine elastische Linie. Da Torsionsmomente bloss 
Drehungen um die Äse des Balkens bewirken, so haben sie, so lange 
die Formänderimgen als unendlich klein angesehen werden k&nnen, 
auf die olastifiche Linie keinen nennenswerten Kinfluss und dürfen 
deshalb von vornherein aus dem Spiele gelassen werden. 

Iß der Kegel vernachlässigt man auch die in der Balkenaxe 
wirkenden Krätte, da sie (ub^cäehen von dem in der Nummer 37, 
S. 170, behandelten An!<nahmefall) die Form der elastischen Linie 
nicht merklich ilndern. ['<;berhaupt wird, wenn von elastischer Linie 
die Rede ist, gonöhnlicli nur danach gefragt, um wie viel sich die 
einzelnen Tunkte der Aie von der ursprünglichen geraden Linie 
entfernen, und einer etwaii^eu Verschiebung parallel zu dieser Axe 
wird keine weitere Aufmerksamkeit geschenkt. Alsdann kommen als 
äussere Kräfte nur noch unendlich ferne Normalkrüftc und durch 
den Schwerpunkt gehende Transversalkräfte in Betracht. 

Der Einfachkeit wegen wollen wir noch einen Scliritt weiter 
gehen und voraussetzen, dass diese äusseren Kräfte sämtlich in einer 
verticalen Khene liegen, welche zugleich die einen Äsen sämtlicher 
Centralellipsen enthält; dann stehen alle Drehaien der Balken- 



■ t;entralelli 



11 
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elemente auf dieser Ebene normal und die elastische Linie bleibt 
in ihrer ganzen Ausdehnung ebenfalls in dieser Ebene. Dieser in 
der Praxis fast ausnahmslos vorliegende Fall möge zunächst be- 
sprochen und an einem Beispiele erläutert werden. 

Nach dem am Schlüsse der Nnmmer 33 abgeleiteten Satze 
lässt sich die elastische Formänderung: eines Balkenetementes, sobald 
die Kraft R mit einer der Ellipsenaxen in einer Ebene liegt, als 
eine Drehung um einen Funkt ansehen, welcher der Antipol von R 
bezüglich der ElasticitÜtsellipse igt. Vernachlässigt man nun die 
mit der Äje zusammenfallende Compouente der Susseren Kraft, so 
beschränkt sich B auf eine parallel zum Querschnitt gerichtete 
Kraft, und der Antipol D (Figur 55) kommt alsdann in die Axe 
des Balkens zu liegen. 

Denkt man sich nun den ganzen Balken in unendlich kleine 
Elemente geteilt und für jedes derselben die Elasticitätsellipse ge- 
zeichnet, 90 lässt sich, wie auch der Balken belastet sein mag, fiir 
jedes Element der Drehpunkt D und de 'ire.hwinkel jS bestimmen 
und aus diesen Woiien zusammen die elastische Linie bilden. Sehen 
wir nun, wie diese Aufgabe auf graphischem Wege gelöst werden 
kann. Herrn Professor Baui-at Mohr gebührt das Verdienst, das 
hierzu taugliche Verfahren in seinen Grundzügen aufgestellt und 
zur Berechnung von conti nuirlichen I3alken verwendet zu haben. 

Setzen wir zunächst voraus, es deformirc sich von den zahl- 
reichen Elementen des Balkens bloss ein einziges. Dann wird die 
geradlinige Balkenaxe an der betreffenden Stelle eine schwache 



Knickung annehmen, deren Mass durch den Drehwinkel jS = 



J.E 



gegeben ist. Dieser stets ausserordentlich kleine Winkel Usst sich 
auf zeiclmerischem Wege dadurch bestimmen, dass man (Figur 60) 
ein Dreieck mit der Spitze 



Flg. .;o. 



C äS 



JLuC 
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zeichnet , dessen Grundlinie in 
irgend einpni Massstabe gleich 
M . JS und dessen Höh*" gleich 
J . K ist. Betrachtet man soilann 
dieses Dreieck als ein Krätt»» 



polygen nnd zeichnet ein entsprechendes Seilpolygon AC B so, dau 
C vertical unter dem Drehpunkte D des genannten Elementes liegt, 
80 stellt die gebrochene Linie viTß die Form des geknickten Balkeni 
dar. Nun ist es nicht schwer, dieses Verfahren auf alle Elemente 




Edehaen; man gelangt hierbei auf ein Seilpolygon mit eben so 
Ecken, als Elemente vorbanden eind, und wenn deren Zahl 
miendlicb gross ist, auf eine Kurve, die elastisclie Linie. 

Bri dieser Coustniction sind die Kräfte M .js streng genora- 
neo fortwährend senkrecht zu den Str^iblen aus autzutrageu. 
Wenn aber die elastische Linie eiue sehr flache, von der geraden 
Linie nur wenig abweichende Kurre bildet, was bei den in der 
Praxis vorkommenden Fällen fast immer zutrifft, so weichen auch 
die Strahlen des Kräflepoljgous nur unbedeutend von der Iiorizon- 
Ulen KicbtuQg ab, und es ist in diesem Falle gestattet, die Kräfte 
»rticul aufzutragen. Es ergibt sich daher folgende Kegel: 

Dm die elastische Linie eineä geraden Balkens zu 
leichoen, teile man ihn in Elemente von der Länge js, 
betrachte die Produkte M.jx als rcrticale Kräfte, 
I die in den Autipolen der äusseren Kräfte hinsicht- 
lich der Elasticitfitsellipsen wirken, bilde aus ihnen 
' ein Kräftepolf goi> mit der Poldistanz J.E und ver- 
I binde sie durch ein Seilpolygon. 

I Ist hierbei das Trägheitsmoment J vanabel. so zeichnet man 

■"in Kräftepolygon mit veränderlitheni Pole. (Vgl. Tafel 67.) 

Trägt man hierbei die Kräfte M.js und die Polweiten,/,/!.' 
im gleichen Itlassatab auf, was auf den ersten Blick das nstur- 
I geniässeste scheint, so erhält man zwar die elastische Linie in 
richtiger Form , en-eicht jedoch in der That wenig , weil sich die 
kmmme Linie von der geraden * um unterscheiden lässt. Es Ssi 
ilaher bei der praktischen Verwendung obiger Methode üblich, die 
elastische Linie vertical zu verzerren, was dadurch go> 
schiebt, dass man für die Kräfte und für die Poldistanzen verschie- 
dene Massstäbe wählt; das Verhältnis der beiden Massstäbe ist zn- 
^eich das Verzerrungsverhältnis. 

In der Kegel sind die Momente M durch die sogenannt« Mo- 
mentenfläche gegeben , welche entsteht , wenn man die verticalen 
Belastungen des Balkens durch ein geschlossenes Seilpolygon zu- 
üauimeiisetzt; wird hierbei //als Poldistanz verwendet und bezeich- 
net man die Ordinaten der Momententläcbe mit y, so ist bekanntlich 
H= H.y. Um sodann die M . js als Kräfte auftragen zu können, 
teilt man die MomentenSäche , der Balkenteilung entsprechend, in 
Stieifen von der Breite js und verwandelt deren Flächeninhalte 
auf eine Basis a. Wählt man schliesslich als Poldistanz des zweiten 




^H Er&ftepol 

^^^^^^ eiozeloes 



Er&ftepoljgODs die Linie h, so trird bei diesem Vorgänge für ein 
einzelnes Balkenelement der Winkel 



j5 = ^-:^^:A = 



Soll dieser Wert mit dem auf der Seite 162 stehenden identisch 
sein, 90 mnss man die drei willkürlichen Grössen //, a und h dcraii 
wählen, dass ihr Produkt glRicli J.E wird. Bei veränderlichem 
- TiUghoitsmoment wird auch h veränderlich, aber stets proportional J 
genommen. 

Thateftchlicb erfüllt man jedoch diese Bedingung aus dem ohen 
angeführten Grunde nicht, sondern wählt die drei Grössen so, dass 
ihr Produkt nur einen Bruchteil von J. K ausmacht; dann erscheint 
die elastische Linie verzerrt und das V erzerr ungsverbältnis 

H.a.h' 

Zuweilen mag es angenehm sein , 1 : ^ gleich dem für di« 
Zeichnung gewählten Längenmassstab zn machen; dann er^chpinen 
die Ordinat«n der elastischen Linie in nfttürlichcr Grösse. 

Dass man beim Zeichnen der elastischen Linie nicht mit iiu- 
endlich vielen Balkenelementen arbeiten kann, versteht eich von 
selbst; man wird sich auf eine massige Anzahl beschr&nken und 
eich bei der Einteilung in Elemente der Belastung und den Quer- 
schnittsänderungen anpassen. Bleibt auf eine Ungere Strecke die 
äussere Erad, sowie das TrAgheitümoment der Querschnitte consiant, 
so lässt sich diese Strecke auch als ein einziges Element behandeln ; 
cur mu3s dieses, weil es nicht mehr unendlich klein ist, als ein 
ganzer Balken angesehen und seine Elasticititsellipse nach Anleitung; 
der Figur 59 (Seite IGl) fj;ezeichnet werden. 

Aul' die daselbst erlüuterte Weise können Balkenelemeute überall 
da, wo Ji un<l J eine Strecke weit constant bleiben, zugammengezogen 
werden. .Selbst da, wo diese beiden Grössen kleinen .Schwankungw 
unterworfen sind, kann anter Einführung von Mittulwerten von 
diesem abkürzenden Verfahren Gebrauch gemacht werden. 

In der Praxis wird von dem Einfluss der Scherspannungea 
b&ufig abgesehen; die Eiusenkungen der Balken ergeben sich dano 
kleiner, wie wir in der uüchat^n Nummer an einem Beispiele zeigea 
werden. Die Vo-nachlässigimg der transversalen Elasticität macht, 
um M mehr aus, je hoher der Balken im Verhältnis zn seiner L&ng» 



ist, weil mit Kiiiiehniuiider Höhe auch die faorizontalen Axen der 
EliagticitätBellipseii /uuehmeu. Bei gewissen Aufgaben ist jedoch 
difse VernachlüssiguDy Jpr Trausversal Verschiebung gestattet, so 
lum Beiüpifl bei der Berecbnung der Pfeilermomente continuirlicher 
Balken, weil U3 da (gleich hohe Stütüen vorausgesetzt) nicht auf 
das absolut« Mass der Durchbiegungen, sondern mehr auf die gegen- 
seiiigen Verhaltnisst,' ilorselheu ankommt. 

Am cinCicbsten he^feitigt, man die Wirkung der IScherkraft auf 
die yorotSndiirung dadurch, dass man den Gleitmodul unendlich 
gross unuiiuait. Die homoutale Ausdehnung der KhstiritfttBeliipseQ 
verMrhwindet in dieaera rnll: die Ellipsen schrumpfen /u verticalen 
Linien von doi Höhe 2 i zuBammcn und die Folge hiervon iat, 
das* die Antipole der üHaseren Kräfte mit den Schwerpunkten der 
betreffenden Elemente zusammenfallen. Teilt mau nun den Balken 
wieder in unendlich viele Elemente, die Momentenfiäche in eben so 
viele unendlich schmale Streifen ein und betrachtet die Flächen- 
inhalte dieser letzteren als Krüfte, so fallen diese der Lage nach 
genau mit den Streifen zusaraincn. \ üreinigt man mehrere Streifen 
zu einem einzigen, so geht die entKprechende Kraft durch den 
Schwerpunkt desselben. Man kann ilaher die MonientenS&che gans 
unabhängig von der Lage der äusseren Kräfte einteilen niid 
braucht sich hierbei nur an die Variation de3 Trägheitsmo .i. . tes J 
ZQ binden. 

Ist letzteres für den ganzt^n Balken constant, so gilt der Satt: 
^m die elastische Linie eines Balkens zu erhalten, be- 
trachte man dessen Momeutenfläcbe als Belastungs- 
fl&cfae und zeichne zu dieser ein Seilpol vifon. 



36. Construction der elastischen Linie 
eines Bloch balkens. 

(Tüfci (i.) 

Zur Erl&utevung des im Vorstehenden b(<schriebenon Verfahrens 
«*beu wir auf der Tafel Ü die elastische Linie eines ßlechbalkens 
*on 8 m SlJ3Ulll^ate und ",(t m Stehblechhöhe gezeichnet. 

Der Balken ist dazu bestimmt, gemeinsam mit einem zweiten, 
S^Btu gleich starken Gefährten ein Eisenbahngeleise aufzunehmen, 
Und die Querschniltsdinieiisioiien sind so gewählt, dass nacb den in 
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der Nummer 22 ^ Seite 93) gegebenen Begeln und Formeln dit 
grösste Nonualspannung sich gleich 0,65 t pro cm* herausstellt. 
Zu diesem Zwecke wurde ztuiüchst für die Radgewichte einer 56 ( 
schweren Lokomotive ein Seilpolygon gezeichnet und auf bekannt« 
Weise durch Verschieben der Schlussltnie das grösste Bieguiig3- 
moment bestimmt; ea ergab sich gleich 35,7 int. Das eigene Ge- 
wicht der Bn'icke wurde ferner zu 1 ( pro laufenden Meter geschätzt, 
woraus sich für jeden der beiden Träger ein Moment von 4,0 mt 
ergibt. Das Oesamtmoment beträgt somit 39,7 mt. 

Um diesem zu widerstehen, ist der Balken aus einem Steh- 
blech von 60 . 1,2 cm, vier Winkeleiseii von 10 , 10 . 1 cm und sechs 
Kopfplatten von 26 . 1 cm zusammengesetzt. Die Gesanjthölie des 
Trägers ergibt sich hiernach gleich 66 cm, die Entfernung der 
Schwerpunkte von Kopf und Fuss dagegen gleich 60,2 an; somit 
besitzt der Balken (bei Abzug der 16 ctw* betragenden Nietlöcher) 
ein Widerstandsmoment (siehe Seite 94) von 

''' (F -^'1 F\- ^^'^' 



-(100 + 12) = 6150 rm», 



und die grOsste Spannung findet sich 
_ 3970 
" ~ 6150 



0,05 t pro cm*. 



Aus dem Seilpolygon ergab sich femer der grösste Auflagcr- 
druck der zul^lligen Belastung gleich 20,4 (; für das Eigengewicht 
sind 2,0 t hinzuzufQgen, was zusammen 22,4 t ausmacht. Nach der 
auf der Seite 96 stehenden Formel beträgt daher die Scherspaunungf 

ID der Stegmitte 

99 ± 

^ 0, 



22.4 
Ü6 . 1,2 



3 ( pro cm: 



Der Abnahme des Momentes entsprechend wurden die vier 
äiBseren Kopfplatten gegen die Widerlager hin wcggelasseu, wie es 
ans der Figur l, welche den Träger im Massstab 1 : 50 darstellt, 
zu ersehen ist. 

In der Figur 2 ist der Querschnitt des Balkens im Maasstab 
1 : 10 gezeichnet und in den Figuren 3 und 4 nach behanntea 
Begeln das Trägheitsmoment desselben für 1, 2 und 3 Kopf- 
platten bestimmt worden. Als Üonstanten wählten wir « = 3 cm, 
b = 33'/, cm und e = 33 ■■m; der Symmetrie wegen wurde diese 
Conshtiction auf die Hälfte der Figur beschränkt. Die Figur 3 



enthalt das erste KräflRpolygoii mit dem Pole 0, und die Figur 4 
die beiden (lialben) Seilpolygoiie. Aus dem zweiten (uutereo) wird 
die Strecke ( gewonnen, welche, mit abr mnltiplieirt, das Trägheits- 
moment darstellt; da aodrergoita der Fläche ninha lt gleich ar ist, 

so findet man Jon Trägbeitsradius « gleich \' — — um diesen zb 

eonstniiren, wurden zunächst iu der Figur 3 die drei verschiedenen 
Vg' auf den Endstrahl des Kräftepolygons übertragen und hierauf 

durch Ziehen von Parallelen die Werte — bestimmt, wie es für das 

r 

grOsste der drei t angedeutet ist. Diese Werte wurden sodann an b 
angefügt, worauf drei Halbkreise zu den Werten i führten; letztere 
ergaben sich für 1, 2 und 3 Kopfplatten gleich 25,1, 26,4 und 
27,5 cm. Ausserdem entnimmt man der Zeichnung das Widerstands- 
moment in der Balkenmitte {wo c ^ e ist) n 6 ( = 3 . 337a - '"^i* 
= 7040 Pwi*, ein Zahlenwert, der natürlich grösser sein muas ala 
der oben berechnete, weil wir dnrt die Nietlöcher in Abzug ge- 
bracht haben. 

Dieselbe Stellung der Lokomotive, welche das grösste Biegunga- 
Djoment ergeben hatte und die auf der Tafel Gi durch Pfeile ver- 
deutlicht ist, wurde nun ivuch der Constniction der elastischen Linie 
tn Grunde gelegt. Die Momentenkurve wurde mit einem Hori- 
Kintalschub H — 25 t gezeichnet, und zwar aus Bequemlichkeits- 
grfinden so, dass die Schlusslinie mit der Balkenaie zusammenfiel. 
Das zugehörige Kräftepolygon stellt die Figur 6 dar. 

Der Teilung des Balkens in Elemente dienten die vier Last- 
linien und die vier Stellen , wo der Querschnitt sich ändert , als 
Anhaltspunkte, so dass neun Elemente entstanden, für welche je 
die äussere Kraft und der Querschnitt constant bleiben. 

Für die neun Elemente wurden hierauf die Halbaxen der 
Elasticitatsellipsen gezeichnet. 

Die verticalen Halbaien dieser Ellipsen sind einfach gleich den 
in der Figur 3 bestimmten i. Um die horizontalen Axen zu finden, 
wurden vorerst in der Figur 5 die Strecken K ermittelt, und zwar 
nach dem auf der Seite 148 angegebenen Verfahren. Von der Verti- 
calen HI aus wurden für den vollen Querschnitt die der Figur 4 
entnommenen ^ ^ s aufgetragen , wodurch sich die mit r 6 z be- 
zeichnete Kurve ergab. Die entsprechenden Kurven für die Qaer- 
Bchnitte mit 2 und 1 Platte brauchen nicht neu gezeichnet za 



eben Iüb die Stncke - 



nrtmhM^m. Dmitk UmUiitntwm da rbz mK — erindt m» 

««na («ie B ^a Niwrii » Ki K) die ffichu jva der Vsrtkal. 
SM faäcteAB bcm der t«L (Meae pw k M wm die Tnrlker 
foUBkn lina aad nf fi» ^dnc Bilfte bnekcinkt womcd.) 

Nn aunl« 4» na dar Kwrc rtx WgiVEteB FtSehen ia 
J8 4 wsgreeta« Ktfwfca gcuBt. dna laUto uf dar beliebiga 
Bani (30 m) Temadelt aad dmai fie dm Krifiepaljrgone mit 
dea Pake O,. 0„ «ad Ow gcfeüdcL IKe Po)«eitMi warin (Tifl. 
8. 140) jvwcslea gloeh der KrtftesaHBa geaonmwa. Di« Aoeritrs- 
pokte ffioer Kiftfle wtrd ea daick £• Karrea r >i A gff^ebm. So 
1 dis drei Oialbeo) Säifttj^mt I bis III, tleren Abschoitte 
I Au die Sbvckta X* nad. Aa diese waide tiMk 

-^ = SS'/s«*'" ugrfögt. SQDacti (Vgl. dis 

Form«) wai in Seite 1&3) drei Halbbetso xu d^a i'. den boruoataleB 
Balbaien fnr aoeadlieli kleiae BaUceeeleiiwnt« fSliTteii. Eadlieli 
wuTileo laxh Anleitiing der TcitSgvr 59 (Seit« löl) ^nnh rccbt- 
iriiUige Draecke mit den Kattefaa f und 1 ^ « die HariioaUIeD 
Ha]buea t, d«r EUstidtttsdHpsw der tieiin Balkenelemaat« b»- 
rtimmt. Für die drei eraten Elemente sind diese Dreiecke (Tafel 6i) 
BOsget'jgen worden. 

In Zablen sasgedräfkt ergebeD sich die Strecken K tit Ü, '£ 
niid 1 KopfpUtte bniehnngswäse gleich 77,0, 62.2 Hnd 46,8 cm. 
Die entsprecbeDden i ^ind (Fig. 3) gleich 27,5, 26.4 and 25,1 cm; 
der W«rt b beträet ( Fig. 3 ) 3S\ cm. Somit ergeitea sieh die 

Coeßicienteii der Qoerverschiebong '» = — ^- gleich 3,39, a,98 und 

i,4tj. Anf der Seite 150 ist ^'euiet worden, dass diase Coefficietitea 
.tiDäbernd gleich dem Gesaintquerachnitt dividirt durch den St«g» 
'inerficbnitt sind. Hiefoacb bekäme man 4.22, 3-50 nnd 2,78. alM 
nicht anwesentlich höhere /:ihlen. Man ersieht hierane, dass diese 
aogen&berte Berechnung namentlich bei mehrenjo Platten imzuver- 
l&ssig wird. 

Von den neun Ela«tickäl,stllipsen der Fiziu 1 braucht mau 
mr Construction der elastischen Linie nur je die horiionule Aje; 
lua» kann daher die Bestimmung der Werte i (Pig. 3) auslassen. 
Wir haben jedoch der Deutlichkeit wegen vorgewgen, für die drei 



1 BTstoQ Clement« die fifanxen Ellipsen einzuzeichsen : für die ubrigeu 
sind (lageg«u nur die horizontalen Halbaxi'n, und zwar um 90° 
gedreht, aufgetragen. 

L'm nun zur elastixchen Linie zu gelangen, wurden die 
seuu Teile der Momcnleuflifrhe auf die Basis a' = 250 cm (im 
Hanaatab der Zotcbnung somit 5 cm) verwandelt uud die Ergebnisse 
diewr Verwandlung in der Figur 7 zu einem Kräftepolygon zu- 
nminengetrasen ; als Foldistaiizen wurden die Strecken / der Fi- 
gur ä verwendet, welche, wie es sein muss. dem Trägheitsmoment 
des Querschnittes proportional sind. Der Verschiwionheit der Maaa- 
8t&be entsprechend , sind diese Längen in der Figur 7 als 5 ( be- 
seicbnot. Das VcrzerrungsTerhältnis berechnet sich nun (s. Seite 164) 
_ J.ß: a.b.r.t.K a.ft.c.A' a.33;.33.2000 



= 211. 



H.a'.ht H.a'.b 25.250.5 

Da der Ma^sstab der Zeichnung gleich 1 : 50 ist, so hat man die 
dsi Tafel enlnonini'^nni Ordinalen der elastischen Linie durch 4,22 
TU difidiren, um die wirltlicben Eiusenkungen zu bekommen. 

Um diu elastische Linie zeichnen zu können, muasten wir ferner 
die Antipole der äusseren Kräfte hiusichtlirh der Elasticitätsellipsoa 
oestimmen; zu diesem Zwecke wurden die Seiten der Momenten- 
kiirve mit der Schlii^siiiiic zum Si-hnitt gebracht, die horizontalen 
Halbaxen der Kltip.*eii um :iO " gedreht, ihre Endpunkte mit diesen 
Schnittpunkten verbunden und auf die Verbindungslinien Senkrechte 
gebogen. Diese einfache Constrnction haben wir für das 2^ und 
7" Fileraoni ausgezogen. Für die Elemente 4 und 5 fielen hierbei 
die Schnittpunkte mit der Schluaslinie Über den Itlattrand hinaus; 
wir i/cdii^iiten un'^ dahor des Sataieä. dass die drei Höhenperpendikel 
eines Dreirakes sich in einem Punkte schneiden. Betrachtet man 
oamlich die Verticale durch den Schwerpunkt des Elementes, die 
betreffende Seilpoljgonseite |ind die zu ziehende Verbindungslinie 
Alä lue Seiten eine^ Dreieckes, ko bildet die Balkcnaxe das eine Per- 
pendikel und das X.ot auf die Seilpolygonseite das zweite; durch den 
Schnitt dieser beiden geht das dritte Perpendikel uud zu diesem 
Iftuft die Linie parallel, wolcho den Äntipol auf der Bilkenaie ab- 
Qcbneidet. Fiir da^ Element 4 ist diese ebenso bequeme als genaue 
fiülfs-xtnotrucLiou durch punktirte Linien augedeutet. 

Hiermit war nun alles NCUg« vorbereitet und es konnte zur 
<juiistruciion des zweiten Seilpolygons AB in der Figur 1 geschritten 
L"»erden, worüber niuhts Wesentlichp.^ iui bemerken ist. 
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Streng genomniai InldeD die Seiten äSteam Polrgoiis nidit, wie 
es Termntet werden konnte, die Tai^enten an die ebstiaclie Linie, 
sondern bestimmen bk» dnrcb ihre Schnitte mit den Grenzfinien 
der Balkenelemente Ponkte, durch wdche die elnstieche Linie geht. 
Doch ist der Fehler, den man begebt, wenn man in das Poljgon 
eine Karre zeichnet, sehr gering. Wir haben sogar dieses nnterlaisen, 
da die Karre sich mit dem Polrgon beinahe gede^ bitte. 

Die grdsste Einsenkong tritt genau in der Mitte ein nnd be- 
trägt 23,9 : 4,22 = 5,7 mm. 

Vemachlissigt man den Snflnss der Transversalspannnngen, 
mit anderen Worten, setzt man den Gleitmodnl (7 = oo , so fallen 
die Antipole der äusseren Kräfte säratlieh mit den Schwerpunkten 
der Balkenelemente zusammen; da die Kräfte sich hierbei Ton der 
Balkenmitte entfernen, so erhält man in diesem Falle stets kleinere 
Einsenkungen. 

Wir haben auch hierf&r die elastische Linie (gestricht) ge- 
zeichnet; ihre grOsste Entfernung Ton der Horizontalen beträgt 
(unter Berücksichtigung der Verzerrung) 5,0 imin , also nur 88 7o 
Yon dem wahren Werte. 

Je höhet der Balken im Verhältnis zur Spannweite ist, desto 
breiter werden die Elasticitätsellipsen, desto grösser wird demnach 
der Fehler, den man bei Vernachlässigung der Scherspannungen 
begebt. In unserem Beispiele Terhält sich die Höhe zur Spannweite 
etwa wie 1 : 12; meistens wird in der Praxis ein kleineres Ver- 
hältnis gewählt ; der Einfluss der scherenden Spannungen darf als- 
dann um so weniger Ternachlässigt werden, wenn man auch nur 
annähernd richtige Resultate zu errielen wünscht. 



37. Die Knickfestigkeit langer Drnckstäbe. 

Wenn die Länge eines in seiner Längsrichtung auf Druck 
beanspruchten Stabes eine gewisse Grenze übersteigt, so verlieren 
bekanntlich die gewöhnlichen Formeln für die Druckfestigkeit ihre 
Gültigkeit. Die von der äusseren Kraft erzeugten Druckspannungen 
sind alsdann bezüglich der Tragfähigkeit nicht mehr, oder doch 
nicht mehr ausschliesslich massgebend; sondern der Stab erfährt 
zunilchst eine seitliche Ausbiegung, wodurch die Querschnitte gegen- 
über den Angriffspunkten der Längskraft verschoben werden und 



»^ 
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mehr oder wenig<>r grosse Biegungsspanmingen erfabreo. Alle nnsere 
im zweiten und dritten Kapitel augestelUen Betrachtungen und 
Entwick^-lungen gelten nur, so lange die clastisclien Formänderungen 
die Lage der Angriffspiinltte nur in verschwindendem Masse andern. 
Diese Bedingoug wird in den üblichen Fällen der Beanspruchung 
anf Zug und Biegung errüllt, bei langen, auf Druck in Anspruch 
genommenen Stäben dagegen nicht mehr. Diese letzteren bilden 
daher einen Ausnahmefall und erfordern in der Festigkeitslehre 
eine ganz gesonderte, auf Grund der Elasticitätsgeaetze benibeDde 
Untersuchung. 

In Nachfolgendem haben wir versucht, dieser Aufgabe etwas 
näher zu treten. Wenn auch unsere Betrachtungen nichts wesentlich 
IJeues bieten, so hielten wir es doch der Vollständigkeit halber für 
nötig, auch diesen Gegenstand so viel, als es zur Zeit möglich ist, 
in den Bereich der graphischen Metboden zu zielien. Letztere ge- 
statten äberdies, einzelne einschlägige Fragen leichter zu beant- 
worten, als es der Rechnung gelingt. 

Denken wir uns (Fig. Ol) einen geradlinigen Stab, 
der an dem einen Ende eingespannt ist und am andern 
von einer in der Fiichtung der Air wirkenden Kraft P 
angegriffen wird, so wird der Stab, so lange die Kraft 
eine gewisse Grösse nicht fiberschreitet, seine Form 
beibehalten und nur in seiner Längsricblung sich etwas 
verkürzen. Bei zunehmender Inton^iität der Kraft tritt 
jedoch nach einiger Zeit eine Krümmung der Aie ein, 
wodurch in den Querschnitten neben Dnickspannungen 
auch Biegnngaspannungen entstehen. Die .Stärke der 
KrQmmung hängt von dem Biegungsuiomente ab, und zwar bleibt 
(nach Nr. 30) der Krümmungshalbmesser p anfänglich dem Biegungs- 
momente umgekehrt proportional; es ist M.q^J.E. Nimmt 
aber die Krümmung mehr und mehr zu, so tritt ein Zeitpunkt ein, 
wo die grösste der vorhandenen Spannungen die Elasticitätsgrenze 
fiberschreitet; von da an wachsen die elastischen Formänderungen 
rascher als die Spannungen (vgl. Fig. 49, Seite 135); der Kiüm- 
mungsradiits ist nun nicht mehr dem Biegnngsmnmente umgekehrt 
proportion.il, sondern vermindert sich, zuerst in der Nähe der Ein- 
npaonung, dann auch weiter davon entfernt, rascher als das Moment 
zunimmt. 

Die Last, welche der Stab tragen kann, bleibt hierbei bis zur 
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firrsichung der ElagticitäUgi-i>Qze iiahnitu caastant; jetet aber ver- 
ringert BJe sieb, während die Biegung langsam fortschreitet, his 
endlich die FeatigkeitsereDze Qberachritteu wird uud der Stab bricht. 
lat jedoch die Belastung dcR Stabes derart beschaffen, daas sie nach 
Ueberschreitung der Etaatif^itätsgren^e nicht von selbst kleiner 1^ird, 
besteht sie zum Beispiel aus aufgelegten Gewichten, so tritt natur- 
geiulss ein plötzlicher Brucb, ein Zusammenknicken ein. sohald der 
Punkt erreicht ist, von welrbmn uns die Kraft bei zuuelnuender 
Aii^biegung abnehmen sollte. 

rianz die nämlichen Betraciitiingeii können auch bei SUlien 
angestellt iverden, ivulche an beiden Enden vou »wi'i 
gleichen, einander entgegengesetzt gerichteten Kräften 
gefasst werden, sowie bei Stuben, die tich an ihren 
Enden infolge Einspannung oder flacher Auflagerung 
nicht drehen können (Figur 62). Im eratercn Fall kann 
man den Stab als aus zwei Stäben von der Form der 
Figur Ol /.usammengesetzt denken: im zweiten Fall 
Usat er sich in vier Stäbe von jener Form zerlegen. 

Nach dem In der vorletzten Nummer {Seite 102) be- 
eprocheiten Constructionsverfahreu kann iii;:i die Form 
und TraglUhigkoit eines nach der Figur ßl gebogenen 
Sta)K>.s gra])hi^ch folgendermassen bestimmt werden. 

Mau teilt den Ballten in kleine Elemente voii der Lauge jn 
ein, tilgt die Pro-iiikte .1/ . js, in welchen ^V das Biegungsmoment 
bedeutet, als Kräfte, die Produkte J. E, worin J das Träghoita- 
moment des Querschnittes und K den Elastioitfitsuiodu' »hrslellt, 
üi Poldistanzen auf und zeichnet hierzn ein Seilpolygon. Dabei 
sind die Ki.ifte im Krät'tepolygou stets senkrecht zu den Sti^blen 
»nfzutragen. und es ist wohl zu beachten, dass hier, wo es sich lun 
stärkere Krümmungen handelt, von dieser Bedingung nicht abse- 
wichen wurden darf. 

Im Einzelnen ist der (iaug der Oonatruction der folgende: 
In beliebiger Entfernung von dem gegebenen geraden Stabe A B 
wird (uerst (Fig. Ö3) eine verticale Linie als Richtungslinie der -^ 
Kraft P gezogen. Da die Grüsse der Kraft, welche den Stab-^ 
bis 7\\ dieser Grenze ausbiegt, von vornherein nicht angegeben.^ 
werden kann, so muas sie vurläuög geschätzt werdua. Hierftr"^^ 
wird mit dem Radius JE ein kleiner Kreisbogen gezeichnet uniBM 
auf diesem der Wert M.js für da; erste Klement aufgetragen 




Fif . 63. 




i^aiin erh&lt man den VerbiegungswiDkel fQr dieses Element und 
Innn durch dessen Mitte eine Parallele znm zweiten Strahle des 
Kräftepolygoiiä ziehen. Nun wird das Moment fiir die Mitte des 
»weiten Elementes bestimmt und der entsprechende Wert M . js 
wiederum im Kräftepolygon aufgetragen. 
So fortfahrend kann man die ganze elasti- 
sche Linie Schritt für Schritt zeichnen. 

Werden die js gleich lang gewählt, so 
sind die M.ja der Entfernung der Ele- 
mente von der Kraft P proportional und 
kj^nnen vertical unter der Mitte jedes Ele- 
mentes als Abschnitt zweier Geraden CA 
und CD abgegriffen werden. 

Man gelangt auf dieaem Wege zu einem 
I'olygone, in welches sich schliesslich eine 
Kurve einzeichnen lässt. Streng genommen 
sollte man freilieb nicht die Ecken dieses 
Polygons als die Mittelpunkte der Balken- 
dt^niente betrachten, sondern diese Elemente 
als kleine Kurvenstflckc einzcirimeu, deren Schwerpunkte bestimmen 
und die Abstände dieser Punkte von der Kraft als Hebelarme ab- 
greifen. Es lätfst sich diese Correctur, wenn es gewünscht wird, 
leicht nachträglich anbringen, hätte jedoch, wen» in so kleinem 
Massstabe wie bei der Fijjur 63 gewichnet wird, keinen Wert. 

Da die Grösse von P, welche der angenommericn Kniftlinie 
entspricht, nur annähernd angenommen werdc>n kann, so wird der 
Endpunkt der elatttischen Linie nicht genau in die Kraftrichtung 
foUen; jenaehdem nun das Ende des lU"" Elementes rechts oder 
lioks Ton der angenommenen Verticalen r.u liegen kommt, muBS 
mau P verkleinern oder vergrftssem. Durch mehrmaliges Probiren 
oder noch besser durch eine Art Regula falsi gelangt man jedoch 
bald zur richtigen Grösse. 

.So lange nun die Elasticitätsgrenze des Materials nicht fiber- 
schritten wird, bleibt der EUsticitfttsmodul K constant, und wenn^ 
der Stab zugleich auf seiner ganzen Länge gleichen Qoei'scbmtt 
hat. eo erhält man ein Kräftepolygon mit constant>:r Polweite, oder 
was dasselbe ist, die M . js liegen alle auf dem nämlichen Kreise, 
^i den in der Praxis vorkommenden Fällen (selbst bei sehr schlanken 
Stäben) wird jedoch die Grenze, innerhalb welcher Spannung und 
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Aasdebnung einander proportional sind, sehr bald, das beisst scbon 
bei einer verhältniamässig geringen Ausbiegung äberscbritten. Von 
da an debnen sieb einzelne Teilcben des Balkens rascher aus, als 
es bei gleicbßrmiger Elasticität der Fall wäre; man hat daher, um 
für jedes Balkenelement den Winkel j»5 zu construiren, ffir die 
Polweite JE einen kleinereu Wert einzulühron. 

Um nun für jedes Biegungsmomeut die entsprechende Poldistanz 
zu finden , niuss man das auf der Tafel 2 {untere Hälfte) darge- 
stellte Verfahren anwenden, das heiast, man hat das Spannungs- 
diagramm (Teitfigur 49) mit der Querscbnittsfigur in Beziehung 
zu bringen und für verschiedene Stellungen desselben das Biegimgs- 
momeot zu ermitteln. Der hierzu einzuschlageade Weg ist auf, den 
Seiten 135—137 beschrieben worden; indessen lässt er sieb da- 
durch noch etwas vereinfachen, dass man im ersten Seilpolygou die 
Kräfte jr horizontal an den Hebelarmen y und im zweiten die 
Abschnitte Js des ersten Polygons vertical an den Hebelarmen ff 
wirken läast; denn dann braucht das erste Seilpolygon nur ein 
einziges Mal gezeichnet zu werden. Bedeutet u die Verwandlungs- 
basis für die Flächeninhalte, b die erste und c die zweite Poldistanz, 
und schneiden die äusaersten Seiten des zweiten Soilpolygons die 
Strecke /^ ab, so ist das entsprechende Bieguiigsmoment M ~ abcft. 

Nennt man dann den Winkel , den das Diagramm in seinem 
Ursprung mit der Terticalen Axe des Profils einschliesst, a. so be- 
steht, so lange die Elasticitatägrenze nicht fiberschritten ist. die 
Beziehung a = ij . fang a, und man findet hieraus M= 2e.jF.y 
= 2 J F.tj-, taug a = J . tätig a = ahct .tanij a, oder/j = / . fanga. 
Fallen aber einzelne a in den gebogenen Teil des Diagrammen, so 
wird n kleiner als t . tang a. In demselben Verbältnisse, als fi gegen- 
über t . fang a abnimmt, muss aber auch bei der Gonstruction der 
elastischen Linie der Wert JE verkleinert werden. 

Diese Schlussfol gerungen sind freilich nur unter der Voraus- 
setzung ganz richtig, dass auch nach üeberschreitung der Elasti- 
citätsgrenze der ursprünglich ebene Querschnitt oben bleibe, und dass 
das aus Zugversuchen gewonnene Spaunungsdiagranim auch bei 
Biegungsbeauspnichnngeu gelte. Doch dürfte der aus diesen noch 
unerwiesenen Voraussetzungen entspringende Fehler kaum gross 
ausfallen. 

Auf Grund dieser Betrachtungen haben wir für einen Kund- 
eisenstab von 2 cm Durchmesser und 500 an Lange eine Reihe von 




alastisclien Linien gezeichnet und für verschieden grosse Aus- 
biegungen die entsprechenden Kräfte P bestimmt. Die Teitfigtir 63 
stellt daraus einen einzelnen Fall dar; in den Elementen 7 bis 10 
bleibt die grösste der im Querschnitte auftretenden Spanumigen 
noch innerhalb der Elasticitätsgrenze ; in den vorbergebenden Ele- 
raeat^D wird dagegen diese Grenze überschritten. Das Kräftepolygon 
h&t daher einen veränderlichen Pol; man könnte indessen ebenso gut 
den l'ol festhalten und ilie Kräfte treppenföriuig aneinander reihen. 

Die übrigen Fälle der ganzen Reihe darzustellen, scheint uns 
überflüssig, da sich stets ähnliche Figuren ergeben. Dagegen sei 
benaerkt, dasS sich unsere im Anfang Jieser Nummer ausgesprochenen 
Beiiebungen.zniscben Kraft und Ausbiegung durchaus bestätigten. 

Zunächst geht aus den Constructionen hervor, dass die Trag- 
baft eines Stabes bei wachsender Ausbiegung anföugiiuh langsam 
irftcbst, aber nur sehr weuig. Denn schon bei einer kh'iiiou Aus- 
1»iegung wird, trotzdem der Stab absichtlich sehr schlank gewählt 
wurde, die Elasticitätsgrenne erreicht; von da an aber uimait die 
Tragkraft fortwährend ab. 

Ferner 7.eigeu die durchgeführten Constructionen, dass die 
[raft P einen ganz bestimmten, von null verschiedenen Wert an- 
imt, wenn man die Ausbiegung auf Null zurückgehen läsat. 
Dieser Anfangswert der Kraft ist nahezu so gross wie die grösste 
Kraft, welche der Balken tragen kann. Es lässt sich hiernach be- 
greifen, dass belastete Stäbe plötzlich zusammenknicken, wenn nicht 
die Bela^itungsverhältnisse derart liegen, dass mit beginncndera Aus- 
biegen zugleich die Grosse der Last sich vermindert. 

In der Praxis wird denn auch vielfach diejenige Kraft, bei 
weJcher eine seitliche Ausbiegung ei-st beginnen will, als Tragkraft 
bezeichnet und mit einem entsprechenden Sicherheitscoefßdenten zur 
Berechnung der Dimensionen benützt. 

Eine Formel zur Itereclinung dieser Kraft lässt sich durch 
folgcude Betrachtung ableiten: 

Wir denken uns, es sei eine Ausbiegung eingetreten, jedoch 
eine so geringe, dass man die Länge eines Balkenelementes js mit 
der Länge seiner Projection auf eine Verticale vertauschen darf. 

Schneidet man nun (Fig. 64) einen liegenden Kreiscylinder vom 
Badiuä r durch zwei verticale Ebenen, von welchen die eine zur 
Ale senkrecht steht, während die andere um einen kleinen Winkel a 
davon abweicht, und wählt zwei auf derselben Mantellinie gelegene 
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Punkte beidor Schnittkurven, nenut deren Entfernung y und den 
von den entsprechenden Tangenten eingeschlossenen Winkel S. so 
ist, dB diese beiden Griüsaen verschwindend klein gedacht werden, 

5=^7 f'^e'' da y = r.cosß . lang a und t = r.mf ß \at, 6 =* \ 

sin ß .tanga. Durch DifTerenzirea nach ß erhält man 

jS s= CO!! ß . tätig a . dß = -- — 

Setzt man nnn ffir r . jß die L&nge js, so folgt 
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Fig. 64. 



Nun ist der Drehungswinkel ztveier benachbarter Querdchiüttt, 
bei einem auf Knicken bcanspriiehten Balken 

wenn y die Entfernung des Balkenelementes von der Kraftrichtun^ 
bedeutet. Aus der Gleichartigkeit der beiden letzten Aii.-'dnlcke 
folgt, dass die Abwickelung der Kurve A B 
die elastii^die Linie eines geknickten 8tal*e8 
liefert, letztere daher eine Sinuskurve ist. 
Ferner folgt dnrcli Olcicliaet^ung beider \Vcrta 
von j8 

Jl _ Z_ 

r* 'J.K' 

da aber die L&nge des Stabes ( = '., wr ist, 

BO ergibt sich diu 'fragkralT. 

läi der Stab an beiden Enden drehUir, 
AI' kanu mau ihn ah aus zwei eingespauutea 
Sieben zusammengesetzt denken; nennt mau in die^tem Falle di« 
Lftuge wieder /, so findet man die tlieiiretiscbe Tragkraft 

■^~ l' 
Ist endlich der !^b an beiden Enden eingespannt, so dass er 
eine doppelte Krümmung annimmt, so haben wir vier einzelne Stäba 
lu onterscheiden, nnd es wird infolge dessen die Tragkraft 
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^F In der praktischen Anwendimg dieser Formoln wini dem Nenner 
stets noch ein Sicherheitsfactor (bei Eisen etwa 5, bei Holz etwa 10) 
beigefügt. 

An diesen Formeln muss nun besonders das Fehlen jeglicher 
zulässigen Spannung, soWie ihre gänzüclie Veischiedenheit von der 
für die Druckfestigkeit kurzer Stäbe gültigen Formel auffallen. Diese 
Sonderbarkeiten rühren offenbar davon her, dass die Knickgefahr eine 
ganz eigentümliche ist, indem sie sieh erst infolge von elastischen 
Formänderungen einstellt, wahrend bei kurzen , auf Drnck be- 
anspruchten Stäben, sowie bei Zug- und BiegungsfäUen die elasti- 
schen Bewegungen keinen oder nur einen verschwindenden GinUnss 
auf die Tragßhigkeit ausüben. 

Nach unseren bisherigen Resultaten besitzen wir nun für die 
Tragkraft eines in seiner Längsrichtung gepressten Balkens zwei 
ganz ungleichartige Formeln ; nach der einen ist die Kraft von der 
Länge des Balkens unabhängig; 
''^' ^''' nach der andern nimmt sie im 

umgekehrten Verhältnisse zum 
Quadrate t\-:y Länge ab. Trägt 
man die Länge des Stabes als 
Abscisse und die Kraft als Or- 
dinate auf (Figur 65), so führt 
die eiue Formel zu einer horizon- 
talen Geraden , die andere zu 
einer Kurve, die sich beiden Co- 
ordinatenaxen asymptotisch an- 
schmiegt. Es ist klar, dass von dtn beiden, einer gegebenen Länge 
entsprechenden Kräften in der praktischen Anwendung stets die 
kleinere zu wählen ist. Da jedoch der plötzliche Uebergang von 
der Getahr des Zerdrücktwerdens in die Gefahr des Zusammen- 
knickens dem Wesen unserer baustatischen Theorien sowie auch 
meistens der Erfahrung widerspricht, so hat man sich auf künst- 
lichem Wege eine einheitliche Formel und damit einen glatten 
Uebergang zu verschalTen gewusst. Diese Formel, die zwischen den 
beiden getrennt Üsgenden Fällen einen Comprcmiss herateilt, lautet: 
aF 




P = - 



Darin bedeutet a 



^sige Druckspanni 



gewöhnlichem 
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Ukias;«Li TrigJbäsiTMiai te Qaenefcams ni « etBcn ErCdmmg»- 
c«<^Sr^t«&. £ä ü; kkb za se&ca. das^ fiese Fomri for 9^ 
korz«: sab« in & Fors«! fir gj gJlBlkW Dradüestigfcrit , fir 
Kir ha^ in fiejen^ fSr lfcHifkfc«t ighei t ibcrgckt. Fvr den Fdl, 
d^ji fa«:ii? EMn des Stabes dickbsv sod. setzt warn bei Sdunied- 
eiitt gerOhiklicti or = ö.OüOl. 

Zum Vergieieh baben vir ia der Jigor 65 acch diese Fonnel 
durch «lAe gestritkte Evre daige^faHL Die znlisage Spannirag 6 
ist dabd gkkb 700 ia/ gesetzt lEnd ab Qwfsdhutt ein Kreis tob 
2 cfA Dnrcbinessa' gevüilt woides. Ifas siebt, dass die neue Emre 
IQ der That zwischen den beiden aiideni zu TenDitteln socbt; ae 
]itot aber zngkicb erkenneD, das vir ms binacbtlich der in der 
Praxi? zu ferechnendm Tiagfibigkeit gedrückter Stabe itnmer noch 
in rerhiltnismassig groaser üngevissheit banden. 

Die ünsicberbeit • wekhe bei der üntersaehnnff der Knick- 
festigkeit den theoretischen Ergebnissen ncNüh anklebt, hat natnr- 
gemäss zu dem Wunsche gefohrt, die Frage durch Experimente za 
l&sen. So zahlreich indessen die angestellten Versuche auch sind, so 
haben sie doch noch nicht in «wünschtem Masse znr Klarstellung 
der Verhältnisse beigetragen. IHe Tragfihigkeit der auf Knicken 
beanspruchten Balken, sowie die Ausbiegungen, welche diese in ver- 
schiedenen Zeitpunkten des Experimentes annehmen, hingen offenbar 
in so hohem Masse tou schwer nachweisbaren Nebenumstinden ab. dass 
die Aufgalie. die man zu lösen wünscht, eher verwickdter geworden 
ist. Drehbare Endpunkte, wie sie bei der theoretischen Berechnung 
Torausgesetzt werden, sind wegen der unTermeidlichen Bäbungs- 
widerstände praktisch nicht leicht herstellbar, und abgeflachte End- 
punkte, welche einer Einspannung gleichkommen, lassen sich hin- 
wieder nur schwierig genau genug anarbeiten. So kommt es, dass 
in dem einen wie in dem anderen Falle der dem Versuchskörper 
auferlegte Druck stets mehr oder weniger excentrisch wirkt, wodurch 
die Tragkraft und die Au^biegungserscheinungen ganz bedeutend 
geändert werden. Jedenfalls ist es in erster Linie dieser Excentricität 
der Kraft zuzuschreiben, wenn sich bei solchen Knickversuchen, im 
Widerspruch mit obigen theoretischen Ergebnissen, die Ausbiegung 
annähernd proportional der Kraft herausgestellt hat. Die neueren 
Versuche von Bauschinger und Tetmajer, bei denen auf genaue 
Lage des Angriffspunktes der Kraft besondere Sorgfalt Terwendet 
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wurde, lassen erkennen, dass die Formeln der Seite 176 nntff 
solchen umständen durch den Versuch bestätigt werden. 

Es sind auch mehrere Anläufe gemacht worden, die Frage der 
Knickfestigkeit auf anderen Wegen einer theoretischen Lösung ent- 
gegenzuführen; eiuen allseitig befriedigenden Erfolg haben diese 
Stadien indessen bis dahin nicht erzielt. Uebrigens haben die- 
flelben für die Praiis auch nicht den Wert, den man ihnen zu- 
CTscbreiben geneigt ist; denn so lange es uns nicht gelingt, unsere 
Bauconstructionen derart auszuführen, dass die in den Druckatäbea 
herrschenden Kräfte genau centrisch wirken, wird jede Formel der 
Wirklichkeit nur angenähert entsprechen, und die stets vorhandene 
Unsicherheit kann daher nicht anders als durch einen genügend 
hohen Sicherheitscoefticienteu gedeckt werden. 



38. Die Festigkeit des Materiales. 

Der Widerstand, welchen ein Baustoff' der Trennung seiner 
Teilchen, das heisst der Aufhebung ihrer Cohäsion entgegenstellt, 
nennt man seine Festigkeit. Gewöhnlich unterscheidet man Zug-, 
Druck- und Scherfestigkeit und hat die Grösse dieser Kräfte für 
die üblichen Baumaterialien durch zahlreiche Fiperimente festge- 
gestellt. Trotz des grossen Umfanges dieser Versuche bleibt jedoch 
immer noch manches zu wünschen übrig. So wissen wir unter 
anderem noch uicUts Sicheres über den Widerstand des Materiales 
gegen schief gerichtete Kräfte, obgleich dieser Fall in der AVirk- 
lichkeit wohl ebenso häufig vorkommt, wie der einfachere. Oewöhu- 
licb erlaubt man sich, die schief gei-ichtete Spannung in eine normale 
ond eine transversale Seitenkraft zu zerlegen und die Festigkeit 
des Materiales in jeder der beiden Richtungen besonders zu prüfen, 
obschon man hiezu keine deutlicbe Berechtigung hat, sondern eher 
vermuten muss, daas eine Vereinigung von Zug und Schub dem 
Baustoffe schädlicher sei als, bei gleicher Grösse der Kräfte, Zug 
oder Schub allein, während umgekehrt ein mit dem Schübe ver- 
bundener Druck, dem Gefühle nach, in günstigem Siune wirkt. Ob 
in letzterem Falle etwas wie Reibung als wirksamer Factor sich 
geltend macht, ist noch nicht aufgeklärt. Ebenso ist es zur Zeit 
noch fraglich, ob Druckspannungen an und Mr sich allein ein Ma- 
terial 20 zerstören im Stande sind, oder ob nicht vielmehr die von 
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ätüsereD Druckkräften bewirkt«!) Bisse im Gruode genomaien den 
dalffi aaftretcDdeD Scberspannangen zuzuschreiben sind. 

Die vorband^Den Lücken machen i^icb übrigens deshalb weniger 
f&blbar. weil, irie gezeigt, worden ist, die grdssten normalen Spui- 
ntuigen fast niemals mit transversalen verbunden auitreten. 

Leistet nun ein Material allen Arten von Erärten in gleicb- 
tuässiger Weise Widerstand, wie dies anDäfaernd bei den verscliie- 
deneo Sorten von Eisen und Stahl der Fall ist, so braucht man daher 
nur zu untersuchen, ob es dem Maiimal-Zug oder -Druck widersteht, 
welcher durch die grösste Halbaie der Si>annuD);seIlipse beziehungs- 
weise des Spann ungsellipsoides gegeben wird. Kasn dagegen das Ma- 
terial dem Drucke besser als dem Zuge widerstehen (Gnsseisen) oder 
umgekehrt (Steine und Mörtel), und Laben die Uaupt^pannungea un- 
gleiches Zeichen, so muss man sowohl die Druck- als die Zugspannung 
auf ihre Zulässigkeit prüfen. Auch kann es in diesem Falle nötig 
werden, auf die Schubfestigkeit des Stoffes Kücksicbt zu nehmen. 
Eine eingehendere Bücksichtnahme erfordern jedoch die trans- 
Tersalen Kräfte, wenn es eine bestimmte Richtung im Material gibt, 
nach der es den scherenden Kräften nur geringen Widerstand ent- 
_ gegen zu setzeo vermag , wie dies zum Beispiel beim Holz in der 
Ißpaltrichtung (in geringerem Masse auch beim Eisen in der Walz- 
I nchtung) der Fall ist- Für irgend einen Punkt bilden die Spaltebenen 
l'jeinen Büsche), dessen Ate mit der Faserrichtung zusammenfällt, 
»stimmt mau nun im Polarsystem der Schnitte und Kräfte (Nr. 8) 
die dieser Axe conjugirte Ebene, so enthält diese die Uichtungea 
sämtlichet auf die Spaltebenen wirkenden Erfifte; diese liegen zu dem 
Ebeneabüscbel iovolutorisch und ihre Grosse wird durch die Ellipse ' 
bestimmt, in welcher die conjugirte Ebene das Spanuungsellipsoid 
schneidet. Diese Kräfte wirken im AUgemeineu schiet auf die be- 
treffenden Spaltebenen. Unter der Annahme, dass nur die trana- 
versale Seitenkraft massgebend sei, hat man daher die Krfifle je 
normal und parallel zur Spaltebene zu zerlegen und unter den 
parallelen Componenten die grösste herauszusuchen. Cnter allen 
diesen transversal wirkenden Spannungen fallen im Allgemeinen nur 
zwei mit der Faserrichtuug selbst zusammen: sie werden durch das 
rechtwinklige Paar der Ebeneninvolution bestimmt, welche die Spalt- 
ebenen mit den durch die Spaltaie und die Kräfle gelegten Ebene» 
Ulden. Unter den Spaltebenen gibt es femer eine einzige, welche* 
üßss von einer normalen Kraft beansprucht wird. 
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Will maD auch noch einen Unteräcbied znisclien der Schub- 
festigkeit in deu verschiedenen Richtungen einer Spaltfläche machen, 
ium Beispiel beim Holz die Festigkeit in der Faserrichtung kleiner 
uiaehmen als (jiier dazu, so hätte man erat das Gesetz aufzustellen, 
nach welchem sich die Widerstandsfähigkeit dea Materials nach den 
verschiedenen Kichtungen ändert, uud hierauf zu untersuchen, in 
welcher Richtung das Verhältnis der Festigkeit zur Transversal- 
spaunung ein Minimum wird. 

So viel uns bekannt, ist man. auf solche Untersuchungen noch 
nie eingetreten; sie wären auch sehr verwickelt, noch umstAndlicher 
als die iu der Nummer beschriebene Constructiou des Spanuungs- 
ellipsoides. Man beguügt sich daher in der Praxis mit der Uuter- 
suchung derjenigen Fälle, bei welchen alle Construclionen in der 
Ebene ausgeführt werden kennen. Dann ist unter den Spaltebeuen 
eines Punktes nur eine einzige massgebend; sie wird in der Con- 
structionsebene durch die Faserrichtung gekennzeichnet; die ganze 
Cnterfiuchung beschränkt sich somit darauf, die Spannung, welche 
auf eine gegebene Schnittrichtung wirkt, zu bestimmen und normal 
nad parallel zu dieser Richtung zu zerlegen. 

Wir haben bei diesen Betrachtungen hauptsächlich Baumate- 
rialien im Auge gehabt. Eine eigentümliche Stellung nehmen neben 
diesen die lockeren oder halbflüssigen Materialien ein , mit denen 
man sich in der Erddruckthebrie zu belassen hat. Wir ziehen in- 
dessen vor, die bei diesen Stoffen auftictendeu ueuen Gesichtspunkte 
erst im 111. Teile uäber auseinander zu setzen. 

Eine weitere, noch nicht vfillip aufgeklärte Frage ist die , ob 
4ie Festigkeit des Materials in einem gegebenen Flächenelemente 
nur von der auf letzteres einwirkenden Spannung abhängig ist, 
oder oh nicht vielmehr die auf anders gerichtete Schnittflächen 
'frirtenden Spauuungeu ebenfalls zu berücksichtigen sind. Leider 
tben uns die bisher ausgeführten Festigkeitsversuche keine Anhalts- 
Iftankte zur Beantwortung der Frage, wie sich ein Würfel verhält, 
'ier gleichzeitig in zwei aufeinander senkrechten Richtungen von 
Jvr&ften beansprucht wird. Die darauf hinzielenden Versuche scheitern 
leider an technischen Schwierigkeiten , die bis dahin nicht über- 
~«unden werden konnten. 

Und doch sollten wir zur vollständigen Beurteilung der Festig- 
keit unserer tragenden Balken im Stande sein, obige Frage zu be- 
antworten; denn die in dem vorhergehenden Kapitel behandelten 
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Aufgaben zeigen uns, dass im Allgemeinen die von den Zag- und 
Druckkurven begrenzten Elemente stets in der einen Richtung auf 
Zug, in der anderen auf Druck in Anspruch genommen werden; 
nnd es ist wenigstens wabrscbeiulicb, dass die Fe^jtigkeitsverh&ltnisse 
m diesem Falle andere sein werden, als wenn bloss die eine d«r 
beiden Kräfte iu Wirkung steht. 

Die Betrachtungen über die elastischen Formänderungen, welche 
wir in der Nnmmer 80 angestellt haben, bringen uns der Lösung 
dieser Frage einen Schritt näher. Denn wenn wir auch den genauen 
'Zusammenhang zwischen der Festigkeit und der Formänderung nicht 
sicher angeben können , so lässt sich doch vermuten , dass die Ge- 
fahr eines Bruches mit der Formänderung zunimmt, und so lange 
Theorie und Experiment uns nicht eines Besseren belehren, darf 
man (nach dein Vorgange französischer Gelehrter) annehmen, dass 
beide Factoren einander proportional sind. 

Werden nun die sechs Seiten eines kleinen Würfels ?ou dea 
Spannungen ö, , ö^ und a^ angegriffen (wobei wir positive ö als 
Zug-, negative als Druckkräfte ansehen), so dehnt sich nach den 
Entwickelungen der Nummer 30 der Würfel in der Kichtuug von i^ 
AU3 um die Strecke 



!•: E £ 

worin E den Elasticttätsmodul und e das Verhältnis der Lftng»- 
ansdehnung \ zur Quercontraction fi (Fignr 51, Seite 141) bedeutet. 
Nach der Grösse dieses Ausdiuckes wÄre somit die Bruchgeiahr iB 
der Richtung vou ö, zu beurteilen. Durch Vertauschen der In- 
dices findet man die für die beiden anderen ßichtungen geltenden 
Ausdrücke. 

Bei unseren tragenden Salken ist nun die eine der drei Span- 
nungen stets gleich null, so dass wir den Ausdruck 
a^ ff, 

~E ~1:1 

anzuwenden haben. Femer ist nach früher die eine der beiden 
Spannungen stets positiv, die andere uegatlv, so dass die Brucb- 
gefahr in der einen Richtung durch die iu der anderen berrscbends 
Spannung stets vergrössert wird. 

Bezeichnen <T und t die in einem Punkte des Querschnitt« 
wirkenden Spannungen, so sind die in schiefen Schnitten wirkenden 
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^rOssten NönualspannungeD (nach Nummer IS, Seite i 

ff„„ = Vi "J + }' *U °* -•- ''* 
™^ ff™» = 'Aö - yv^ö^ + T« 

Obiger Ausdruck geht somit über in 
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Graphisch lagst sich dieser ÄMsdriick, wenn die beiden Maximal- 
spannungen bestimmt sind, einfach dadurch construiren, dass man 
von jeder Spannung den f"" Teil nimmt und ihn zu der andern 
hinzufügt. Man erhält auf diese Weise zwei neue Kurven, aus 
welchen zu entnehmen ist, wie hocli die Bmchgefiihr an jeder Stelle 
des Querschnittes steigt «nd ob sie irgendwo die zulässige Grenze 
überschreitet. 

Immerhin ist die hierzu nötige Arbeit etwas weitläufig, und 
wenn es sich bloss um die Frage handelt , ob die Bruchgefahr an 
irgend einer Zwiscbenstelle höher ist als iu der obersten oder untersten 
Kante des Querschnittes, wo bekanntlich t verschwindet, so führt 
das folgende Verfahren rasch zum Ziele. 

Angenommen, die Bnichgefahr sei an jeder Stelle des Quer- 
schnittes constant, also gleich -^, wenn ö, die Spannung in der 
Sassersten Kante bezeichnet, so besteht die Beziehung 

(<-i)V,» + (t + i)V'/."' + '* = •". 
"■" ,. + i,.(^)- + .(^)' + .(.-i)^-.- = o. 

Berücksichtigt man, dass die Spannung a der Entfernung von der 
neutralen Aie proportional ist, so erkennt man, dass die Endpunkte 
derjenigen t, welche dieser Gleichung genügen, auf einer Ellipse 
liegen. Nennt man (Figur 60) den Abstand der obersten Kante von 
der neutralen Aie c, so wird iti den Abstünden r und —tc das 

SpanDungsverhLiltnis — gleich 1 beziehungsweise gleich ~t und 

hiernach in beiden Fällen die Spannung r gleich null; der Mittel- 
punkt der Ellipse hat daher den Abstand —'/«(«— l)c und ihre 
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Fig. C6. 



horizontale Halbaxe beträgt, wie sich aus obiger Gleieliiiiig leicht ab« 
leiten lässt, VsV^^^«- ^^^^ zweite solche Karre entsteht, wenn 
man statt von der oberra Kante von der unteren ausgeht; -ihr 
Scheitelpunkt liegt in Ä und ihr Mittelpunkt um V,(e — 1)^^ 
oberhalb N; in der nebenstehenden Figur ist auch diese Eurre 
punktirt angedeutet. 

Für den speziellen Fall, wo € = 4 ist, wird 
die verticale Halbaxe der Ellipse gleich Vt ^ ^nd 
die horizontale gleich 6^. Für diese Annahme 
ist ein Viertel von jeder dieser beiden Ellipsen 
(mehr ist niemals nötig) in der Figur 66 ein- 
gezeichnet worden. 

Unter der Bedingung, dass der Wert -~ — -7f- 

in der That die Gefahr eines Bruches angebe, 
gestatten nun diese Viertelellipsen eine rasche 
Beantwortung der Frage, ob diese Gefahr an 
irgend einer Zwischenstelle grösser ist als in den 
äussersten Kanten. Bleibt die Kurve der r inner» 
halb dieser Ellipsen, so wird das Material am 
ehesten in den äussersten Kanten zerstört ; tritt 
dagegen die Kurve der r eine Strecke weit über 
die Ellipsen hinaus, so steht das Material an 
diesen Stellen der Gefahr einer Zerstörung näher. In diesem Falle 
wird man sich daher veranlasst sehen, an der gefährlichsten Stelle 

den Wert (^mM <^miii zu construiren. 

£ 

Angesichts der zur Zeit noch hypothetischen Grundlage, auf 
welcher diese Erwägungen und ScMussfolgerungen beruhen, ist der 
Wunsch sehr gerechtfertigt, dass die Baumaterialienlehre uns be- 
stimmten Aufschluss darüber liefern möge, wie sich die Zug- und 
Druckfestigkeit unserer Baustoffe ändert, wenn die Kräfte von ver- 
schiedenen Seiten auf sie einwirken. 
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